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Definicionesj y Teorema de Taylor. 

654. Cuantos roas sean las objetos que abrace una ciencia, y 
mayor el ndmero de aplicaciones que de ella se puedan hacer 4 
Aferentes cuestiones , tanto mas difícil es dar su defínicioQ 
exacta, por medio de la cunl podamos conocer toda su ostensión, 
7 la diversidad de asuntos que con esta ciencia tienen relación. 
La parte del análisis sublime que vamos á esponer , conocida 
con el nombre de Cálculo diferencial^ se aplica á cuestiones tai\ 
variadas, que no podríamos manifestar su naturaleza, sin hacer 
primeramente algunas observaciones. 

Si se nos da una ecuación y=s/(x) entre dos variables x ky^ 
tuya ecuación la podemos considerar como representada por una 
curba plana BJÍJ^* (fíg. 2i) referida 4 dos ejes coordenados rec- 
tangulares* Ax y Ay, sabemos niui bien que si damos á la abs* 
cUa X una serie de valores, sean los que ñieren, hallaremos por 
medio de la ecuación los valores correspondientes 4 la ordenada 
y, y de este modo obtendremos una serie de puntos My*M\.„ 
de la curba ; pero estos puntos por mas pequeños que supon»- 
gamos los valores de x estarán separados unos de otros por cier- 
to intervalo. Y así en este estado, la ecuación jr=r/(r) no es- 
presa que haya continuidad entre los puntos. Esta misma ob- 
servación podrá ser estensiva 4 toda ecuación ya tenga 3, 4 6 
«ayor nrímero de variables. Vamos ahora 4 ver si el análisis pue- 
de suministrarnos algún artificio por medio del cual se pos mv 
Qíftette la oontinuidad en las funcioneSf 
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Tomemos por ejemplo la ecuación y=az*+6xfi +c. S¡ dcf» 
pues de haber considerado el punto J\íy cuyas coordenadas son x 6 
y^ queremos tomar otro panto JIf ' con el objeto de compararle con 
el primeio, llamaremos x*4- /i éy-|- A: sus coordenadas ^P' y P'»W 
y tendremos que y+A:=a(x+A)3-J-6(a-|-^)« + t', cuya es- 
presión desarrollada será y +^s=i (01:^+6x2 -^ r'«f-(3ax°-('^')^ 
+ (2ar-|-.6)A^+a^*. Pero el coeJicienU de la primera poten» 
cia de A, es decir 3axS -|. 26jr, se deduce de la función propues- 
ta , lleva el carácter distintivo de ella y no puede pertenecer 
sino á ella sola ; ademas e^te coeficiente es independiente de 
A, que es la distancia PF* de las estremidades de las dos 
abscisas, y por coni^iguiente mide el intervalo de los dos pun- 
tos de la curba; luego este coeficiente está compuesto de tai 
xnodot que espresa que los puntos de la curba que conside* 
ramos están tan próximos cuanto queramos y que según esto 
es continua la función. De aquí sacr.mos la cungfcuencia si- 
guiente « que siempre que se nos proponga una cuestión , sct 
cual fuere su naturaleza , que se funde en la noción de con* 
iinuidtíd, tendremos que el coeficiente de la primera potencia 
de h en el desarrollo de esta función, después de haber sustituí* 
do á z, r^A, combinado y analizado convenientemente, podrá 
resolver el problema. 

Raciocinemos lo mismo en el caso jeneral y^Jlr); el 
signo / representa aquí una función cualquiera de x (véase 
la nota del nnm. 620) si reemplazamos á * con x+h y á y 
por y+il tendremos la ecuación y+k=/[x+k): se trata ahora de 
desarrollar á/( o- +/i) de modo que queden de manifiesto los tér- 
minos afectados de las diversas potencias de h> Este cálculo 
depende de la naturaleza de la función/, y mui en breve ve- 
remos el modo de efectuarlo con cada una de las formas de/: 
contentémonoB por ahora con observar que si hacemos á /t:=:0 lo 
que también supone que sea kznO y hace que coincida el ::egundo 
punto con el primero, todos los términos en que h es factor deberán 
desaparecer del desarrollo dc/C'+A) de modo que no quedará sino 
«olo el primer termino, que debe ser y 6/1*). Vemos también que 
Bo puede afectar á h ningún esponente negativo, porque si existió- 
le en y^-í+^O *^ término tal como Mi "* que según sat 
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hemOB equivale &J_, haciendo en él i k:=zO tendríamos qu« 

mié término seria inñnito, y no yol veríamos & hallar & Jlx).De 
aquí concluimos quej\x'{^h) debe detarrollarte como tigut^ f(x+h) 
ssfx-f« Wka térie de término* en loi qm eniren h y sue di* 
/érenles potencias positivnt. 

655. Podemos sentar que en jeneral 

At+h)=:A')+y'h+cLh (1). 

es decir que ademas del término /[x)t cuya existencia acabamoi 
de probar, debe contener el desarrollo, 1. ^ un término y'h en 
que se halle la primer potencia de h multiplicada por una 
función que no contenga sino á x, cuya función la repro* 
•enteremos por y\ y 2. ^ de una reunión de térmiuos en loe 
que entre h elevada ¿ diferentes potencias distintas de la primera, 
¿ cuyo conjunto de términos lo llamaremos a A; representando 
por a una función de x y A, y admitiendo ademas á h por 
íkctor elevado ¿ alguna potencia positiva. 

Para probar esta proposición, que es la baso de todo el cálculo 
diferencial, tiremos en un punto cualquiera J^ir^y) una tanjente TU 
á la curba BJÚM' (ñg. 22) cuya ecuación es y=:/r. Sabemos 
que esta recta se obtiene tirando por el punto J\S una línea 
cualquiera MJ^V llamada tecanU^ y haciéndola jirar alrededor 
del punto M hasta tanto que coincidan los puntos de sección 
JIf y Jlí'« Efectuemos por medio del análisis esta operación 
jeométrica. Con el fin de considerar el segundo punto M* de 
la curba cambiaremos x, en x-)-^, é y en y-f-Ar, y tendremos que 
y+fczs:/(x-|-/i) que corresponderá á la ordenada P'^AT ': veré* 
mos ademas que^Q=A,P' JIf 'rr/íx+Zi), •«•Q=it, 6A: = P'^* 
— PJIÍ==/\x4-^) — /^x): según todo esto, el triángulo rectángu« 
lo MJÚ'Q nos dará 

Para deducir de aquí la dirección de la tanjente pedida TJHf 
es preciso hacer en esta espresion á h nula , con el ñn de ee* 
presar que el ponto 4f ' se aproxima al M bast» que coincida 
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ton él. Por consiguiente el valor de tanj. fíJ^Q representa í* 
éantidad en quo se convierte el último miembro de arriba cuan<« 
do hacemos en el h=.0, Y supuesto que la dirección de la tan- 
3 ente que buscamos depende del punto .V, es evidente que de- 
bemos hallar por resultado una función de x; á cuya funcionl 
la llamaremos y\ 

De aquí resulta que el valor de este último miembro debe 
componerse de dos partes; 1.a del término y* que según hemos 
dicho es independiente de h\ 2.a de otros términos en los qu« 
es factor h elevada á diferentes potencias, cuyos términos des- 
aparecen cuando hacemos á ^=0. Representemos por a la rcu-* 
nion de estos términos, esta cantidad es una fui]<;ion de x y 
de hy y tendremos 

.Í£+*±=M =y+ a (s), 

6uya ecuación es la misma que la (1] como lo podemos vef 
(quitando el denominador h y pasando al otro miembro á y (x). 
^ara que este razonamiento no fuese exacto, seria preciso qu« 
t\ punto (x,y) tomado sobre la curba no tuviese ninguna tan- 
jente, lo qUe no podrá suceder sino en algunos casos especia- 
les, en los cuales el cálculo diferencial presenta también resul- 
tados oscuros ; pero mientras tratemos de casos jcneralcs en 
que consideremos á x como una cantidad cualquiera, podemos 
quedar firmemente persuadidos deque Inecuación (1) es siem- 
pre cierta. 

656. Sea cual fuere la forma de la función /, podemos estar 
seguros de que la esprcsion /(ar-j-A) puede, valiéndonos de cálcu- 
los convenientes, desarrollarse en varios términos, de los cuales 
él primero es la función propuesta /tx); el segundo es un tér- 
tnino y*h que no contiene á h sino elevada á la primera po- 
tencia y que es factor de una función de x, y finalmente de 
otros términos comprendidos en la forma tih cuyes términos 
contienen al factor h elevado á potencias mayores que la uni- 
dad, es decir que haciendo á hz=zO tendremos a=0. 

£1 segundo término yVt tiene por coeficiente á y* que es 
una función de x que esencialmente resulta de la Aincion pro- 
puesta y ó / (x}i y como ademas este coeficiente es indepen* 



JUcttte úe hy dicho coeficáeiite es adecuado paja espreear quf 
ia función y cd continua, supuesto que provieue de considerat 
al mUmo tiempo dos puntos de una curba que se hallan taa 
próxiinoe cuanto se quiera. A cate factor y' de la primera po- 
tencia de h es al que se llama la derivada u el ¿orjiciente di- 
Jerencial de la función y que también te representa por/'(af). 

La función a es asimismo susceptible, según veremos muí 
pronto, de desarrollarse en varios términos, que procedan según 
las potencias de k, y en los que cada coeñcientc puede así como 
f* espresar que hai continuidad en y, pero como veremos qu« 
estos coeficientes dependen de y' esta ob8er%'aciou no debilita 
en nada la consecuencia sacada anteriormente : solo deduci* 
tnos de ella, que según sean los problemas en que nos ocupe* 
mos, deberemos preferir uno d otro de estos coeficientes, es de* 
^ir el que mas 'convenga al objeto que nos proponemos. 

657. VemoS) en la ecuación (2] que cuanto mas disminu* 
^e h^ tanto mas pequeña es a, hasta que llegará 4 ser nula 
Cuando h ce cero ; de aquí sacamos ésta consecuencia, qud 
nos da un proceder excelente del cálculo para deducir la 
función /*{x) de /(ir), y nos dice que la derivada y* de una 
función y es la espresion en que so convierte el primer miem-* 
bro de la ecuación (3) cuando hacemos en ella k nula; es de- 
cir que la derivada y' 6 el coeficiente diferencial de una /unción 
y, et el Umile de la razón del incremento de ewta fundón al dé 
la variable \ con efecto, el nutnerador /(xH-^)— /(jc) es el 
exceso que la función variada lleva á la primitiva, y el deno- 
minador ^ es el incremento atribuido á x, (Véase lo que he* 
mos dicho, ndm. 113 sobre los límites). 

658. Es también útil que conozcamos el oríjen de la pa« 
labra áiférenciaL Supuesto que en la ecuación (2), el término 
ct es tan pequeño cuanto se quiera y que sucede lo mis- 
mo á A, mientras que y' que es independiente de A, per- 
manece constante; es evidente, que cuanto menor sea A, 
tanto mas el segundo miembro se aproximará á convertirse en 
^: y así la diferencia /(r+ A )-—/•(*) se reduce á y% «uando 
loa valores de h son mui pequeños; y como y'h es la diferencia qua 
hai entre la función variada y la primitiva, se ha denominado á y'k 
l^aa diferencia pequeña 6 una difermdol. Habiendo Leibnitx qai 



fS Calculo fiírcRcifeVAt.' 

lué el inventor de este cálculo, representado con el si^o d et 
incremento infinitamente pequeño atribuido & una rariable» 
dx y dy han sido los símbolos que se han destinado para que 
Reemplacen á las letras k y h usadas anteriormente, y según 
esto 80 ha espresado por y'dx (en lugar de y'h) la diferencial 
de y, es decir dyz=i.ydx. Esta escritura es la que se ha adop- 
tado en . el cálculo cuyos principios esponemos. La derivada 6 
ti coeficiente diferencial de la /unción y = f (x), et y* 6 f '(x) 

¿ -Z¡ que et el coeficiente del segundo término^ ó de la primera 
dx 

potencia de h en el desarrollo de la /unción variada f\x+h); 
é el tímiU de la razón del incremento de la/unrion f(x] al de 
ia variable x; 6 finalmente el coeficiente de la diferencia infini* 
lamente pequeña áy = y'dx, que te halla cuando z crece la can* 
Hdad dx. 

Conservando á la palabra derivada la acepción preceden- 
te« podremos definir el cálculo diferencial diciendo que es un 
ramo del analítit superior por medio del cual te hallan Int de* 
rivadaa de todat lat /unciones que se nos propongan^ se atig* 
nan sus propiedades particulares^ y se aplican etlas derivadas d 
ios problemas en que una de leu condiciones esenciales es la 
ttmUnuidad de las /unciones. 

Siempre que se nos dé á/(x), miraremos á y* como conocida; 
y supuesto quo y* es otra función de x, será asimismo su8cep« 
tibie de variar, y tener también su derivada que representa* 
remos por y''; del mismo modo la derivada de y" será y'*\ la 
de y"' será y'*".... Según esto comprenderemos con claridad lo 
que se entiende por derivadas del primer , segundo, tercer orden, 
659. No sabemos aun la forma bajo la cual se hallan x é 
y en la cantidad a (ecuación 2]; vamos ahora á desarrollar esta 
fVincion. Representemos á y*-f-a por P-, y la ecuación (2) se 
convertirá en 

/{x+h]r=Ax)+Ph=:y+Ph (3); 

hagamos á x+h=:zzf y tendremos que Assz— 'Xt y|[ir)=yi4" 

Pero como P, que anteriormente era función de r y de /i, lo et 
mí la actualidad de « y <i tendremos que estas variables son ind^ 
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yendientefl, sapuesto que 8u diferencia k es arbitraría. Podetnos pof 
consiguiente mirar á z como un nfimero constante dado, y baeet 
variar á x sola (á una con yy P que también contienen ¿ x). Begnn 
«sto cambiemos ú,x enx-^'ien la filtima ecuación; y tendremos que 
l.o/(«) no vanará; 2.® que y se convertirá en y+y'i+/5t; 
3.® que P(z— *)se convertirá en (P+P'i+yí) (z-— x — i)* 
No conservemos de toda la ecuación sino los coeficientes de aque- 
llos términos en que i está con la unidad por esponente, es 'decir 
(véanse num. 576, 668) 

P=:y'+P'(lr— *) (4) 

Tratemos & esta ecuación como bemos tratado á )a preceden- 
te; y sin necesidad de reproducir el cálculo, veremos inmediata* 
mente que el cambio de x en x+i nos da 

2P' =y'» +P" (*— í) (5) 

asimismo 3P" =y"» +P'" {x — x).... 

4P"' = y""+P-'»(» — x).... 

Eliminando á P^ P\ P'*.... de las ecuaciones f3),(4),(5)...|r 
restableciendo en se¿>uids á A en lugar de x— -r, tendremos 

•sta es la formula conocida con el nombre de Teorema dé 
TayloTy denominada así para conservar el nombre del celebre 
jeómetra que la descubrió. 

Según el teorema ( 1 ], cualquier función f[x) se descompo* 
nía en y+Sr'^+a^ conteniéndola tercera parle n.h todos lób 
términos en que entraba h elevada una potencia mayor que la 
primera; ahora conocemos ya la formación de estos términos. 

Queda por consiguiente demostrado que cuando atribuimcMi 
¿ X un incremento h en una función cualquiera f(x]y tendrcmog 
que la serie {A) que es el desarrollo de f(x'\r^) ''<> contiene 
sino potenciai enteras y positivas de K a lo menos cuando x con* 
eerva un valor indeterminado (nüro. 655). La serie (A) sirve 
para hallar este desarrollo, siempre que sepamos sacar las de- 
rivadas sucesivas de/(x) es decir /'(x), /"(x).... 6 y*, y".... 

Por ejemplo seay=:x***, de aquí sacamos y' ^znix"* — ^, y 
este es el coeficiente de ^* en el dasorrollo de (x-j-^)*" . Asimis- 
mo y"=m(m— I)**»-* y"' =w{in~l)(*m— 2)««-~3¿^c. serán 
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|o« coeñcieiites sucesivos. Luego si los sustituimos en la ecuación 
(A)i tondremos que y^r-f-A) se convertirá en (x -+-/<)"* , y voK 
▼eremos á hallar la serie de Newton. Por consiguiente basta 
saber que el segundo término de (x+A)"* es mx"* ^h , pan^ 
concluir de aquí el desarrollo total, eca cual fuere el esponen- 
te m. 

Hemos ensefiado núm. 579 y siguientes á desarrollar varias 
funciones en series; y como la indagación de estas espresiones 
es unti de las aplicaciones sencillas del cálculo de las derivacio- 
nes las podemos también hallar por medio de la iormula de Tay- 
Jor, siguiendo para efectuarlo las reglas que nos dá este cálcu* 
)o, no haremos por ahora ningún uso de estas series hasta hv 
berlas demostrado de nuevo* 

Reglas de la di/trenciacion de lasfuncionet aljebraüas. 

660. La forma en que x entra en la derivada y' depende de 
]a función primitiva y, y siempre conserva esta señal. Por con- 
siguiente, es preciso que sepamos hallar esta forma en cualquie- 
ra función que se nos presente: esto lo podemos conseguir por 
dos métodos. El 1 ♦ ® resulta de la defmicon misma, esprcsad^ 
por la ecuación (1), 

Cafnhiartmot X «n x+h en la funden propuesta fx , y efé^ 
tutaremos los cálculos necesarios para poner de manifiesto el iér^ 
mino afectado de la primera potencia de h; el coeficiente de est^ 
término es la derivcída que buscamos y', 6 f 'x. 

661. El segundo método so funda en la propiedad delosU- 
mites del nfim. 657. Después de haber cambiado x en x-f-Zi, 
restaremos de aquí la fuucion propuesta, y dividiremos por h^ 
para hallarla razón y'+a del incremento de la función al do 
la variable; y haciendo en seguida disminuir á h indefinidamen- 
te, hallaremos la magnitud hacia la que esta ra^on va sin in- 
terrupción caminando, es decir, que indagaremos su valor en el 
caso de ser hszO-, este límite será y*. 

Pero conviene que demos reglas para hallar la derivada de 
cada especie de función, con el fin de evitar de este modo la apli- 
cación directa de estos métodos en los diferentes ejemplos qu^ 
$e nos propongan : estas reglas nos darán á conocer la deú^ 
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^ada que corresponda á cada caso, sin que sea necesario hacer 
razonamientos especiosos; en cuyo caso operaremos como cuando 
86 cfectda una multiplicación, una estraccion do raices 6 cual- 
quiera otro cálculo aljebraico. 

66t. Seay=:wi+Bii — Ci ; siendo «^, B, C... cantidades 

constantes y u, {...funciones de x. Para obtenerla derivada de esta 
espresion, apliquemos la primera regla: sustituyamos en elladr-|-^ á. 
Xy la cantidad Jl no variará y Bu se convertirá en B(ii4-y'A-f- aA)» 
Ct se convertirá asimbmo en C{t+Vh'J^^h)\ y así la fun- 
ción variada /(x+^) es en este caso T=:(A+Bu — C<....]-f- 
(^Bu' — Ct\,..)h+BtLh — CfiA....Luego y'=Bu'-*Ce'....Luego 
la derivada de un polinomio es la mma de loe derwtdas de iodos 
sus UrminoSy conservando cada uno de ellos los mismos signos y 
co^icientes: los términos constantes tienen á cero por derivada. 
Así es que y = a* — t* nos dá y* = — 2« 

y=l+4x' — 5* — 3x» dá y'=8«— 6— 9»«. 

663. Respecto á y^zuylt, siendo ti y t funciones de x; susti- 
tuiremos x+h á X, y nos resultará /(«+ A] 6 

F= {u+u*h+ ah){t+Vk+ fih], 

y>:=uU+ut\ 

Asimismoy^u . í .», haciendo á í.r=r,8e convertirá en y =fi.«; 
y de aquí sacaremos que y'siA'^r-f-ii;'; pero como «*=:(V«^lv'; 
sigúese que 

\ y'^lvu'+tuv'+uvV. 

y así, la derivada de un producto es la suma de las derivadas 
mirando sucesivamente á cada factor como soio variable. La de- 
mostración que acabamos de dar se estiende á los casos en que 
liai 4,5....factoref9 [véase núra. 6aO.] 

y = (a+*)(a— af)no8day'=(a— x)!— (a+x)l,porser-f X 
y--" I las derivadas de los fiurtores; 6 y*^:-.«.2x 

y=s(a+6x)*' nos da y'=6x>+3r»(a+6x). 

664. Si X y II son funciones idénticas da x, cambiemos x en 
«+A en la espresion z=fi; y tendremos 

x+x'A-|. a A=: u+u'h+ fih. 

Luego x'szu* [n(im. 676]; asimismo » ^m\rftnM?f s*'ss«"» 
a"' szu***^ 



10 Calculo DtrK&tNctAL. 

Luc^ dóafimcimes idémicat Henen también gUi i^rksadai i 
tieoi en todo» los órdenes, 

665. Sea ^=-71 de aquí sacaremos que <y=v; y de aquí 
que y7«f^y<'=£u' y finalmente que 

t)e donde concluimos ^6 ¿a derivtida de una fracción es igual á 
la derivada del numerador, menos el predudo de la fracción pro- 
puesta por la derivada de su denominador, dividida esta diferen^ 
cia por el mismo denominador de la fracción. 

666. O bien que eS iffual al denominador mulHpUeado por la 
derivada del numerador, menos el numerador multiplicado por la 
derivada del denominador^ dividida esta diferencia por el cuadra^ 
do del denominador. 

Podemos también hallar estas regalas efectuando la diTÍsion de 

de cuya espresion sacamos y* =^c*. 

Según lo espuesto tendremos que yiss~-> nos da 

^ a 1— « 

y ^^a'^ íi xP ^ ^^^ y= j^;¿^ ' "^o" da asimismo que 

^ (3-^2Í?f ^ (3— «a:/ ' 

667. Si el numerador ti fuese constante, haríamos ti*ssO y 

ut* yV 

en estocase tendríamos y'^— --=——; que nos dice que ícb 

derivada de. una fracción cuyo numerador es constante^ es igttal 
á mhios el producto del numerttdor por la derivada del deno* 
minador, dividido por el cuadrado del mismo denonwuídor,, 

T> • 1 4 , 4.2x 8 
Por ejemplo y =r -7 nos da y*=i: —=: 3, 

... 1 , ac« 3 

asimismo de yss —jj, sacaremos y' =í^ =: -;, 

St * 
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168. Detenninemos ahora las derivadas de las potencias. 
1,0 Cuando m es eniera y positiva, eü la espresionys^x^: 
eomo sabemos qae ar** =:sa:.*"*"'V y que la derivada relativa al 
primer íkctor es 1 . x"*"^^, según la regla de la derivación de 
los productos, y como esto mismo deberíamos decir respecto á cada 
uno de los m factores; sígnese que la derivada de la espresion pro- 
puesta es y*=iiix'* *. 

Si se nos propusiese la espresion y = g^ , siendo x una fun- 
ción de jr, como ¡^ ^zz,:i^ ^ y siendo la derivada del primer 
factor «'z**^^, tendríamos que cada uno de los m factores igua- 
les Xy nos daña esta misma cantidad. Luego su derivada es 

Por ejemplo y ssía+'dx^l-cx*)'" = z** haciendo en eUa & 

tendremos que z*^&-t-2cjr; y la derivada de la espresion pro** 
puesta seria y* = mx"*— l«'=:m(a+6af+cx«)'»— ^X(6+2cr). 

Respecto á y=ix'(a-|-5ars) si hacemos a-i-bx^ :=z, tendré- 
mo6 x'zzzibx, y según la regla del ndm. 663 y'szSx^r-f.x'j' 

finalmente y=((i-^6«)' , nos da y;s«^ , con hacer & 
a-^bx-s^x ; de esta espresion sacamos x*=zb y por ultimo 
y =. txz' = 9b{a+bx). 

%, o Cuando m m entera y negativa , es decir m=: — n, é 

y=«''* ;=«^^, tendremos que y =^ ; y de aquí sacaremos que 

n— 1 , 
y»=, ^, en virtud de la regla del núm. 667 y de lo 

que acabamos de demostrar en el caso 1.®: y así 

y» == — nr— »*— 1 x* =mx*^— 1*'. 

Respecto á y^ -- tendremos que y'= ^ . 

X X 

3.® Cuando m es fraccionaria , es decir m=^, ten- 

«bemos que y=«^ , de donde sacamos que y ^ =z^ , con ele- 
var ¿mbos miembros á la potencia q; tomemos la derivada de ambos 
míembroa que son (Unciones idénticas de x (núm. 664); p y 9 son en 
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este caso esponcntes enteros pontiwn 6 negfUivo» ; de los doi 
casos precedentes se sigue que qt/^ ^y'rrpzí' r* ; y como 
sabemos que pz=,qm é yzzzz"^ y tendremos [véase nüm. 670] que 

qz ^ y'=zmqz^ 2' y de aquí y :=jiiz .z\ 
Luego tea cualjtiere el etponente m, siendo z una Junción dt 
X, la derivada de rf^ et siempre mz"* ^z\ siendo z' una deri- 
vada que se saca de la csprebioii z=fx No diremos nada 
respecto á los esponentes irracionales ni imaginarios, por estar 
comprendidos en los precedentes [véase núm. 484]. Prescindien- 
do de esto, daremos una demostración que comprenda á todos 
los casos. 

669. Cambiemos i x en x+h en la espresion y^x^ y ten- 
dremos que 

de cuya espresion sacamos que 

'( l±ÍL)'" =(1 + A)-» =(,+,)•» =i4.-|;i- +&C. 

con dividir todo por r"* , y hacer úih^^zxz. Pero como (l+z)"* 
08 independiente de x, porque siendo h una cantidad arbitra- 
ria, z puede ser una cantidad cualquiera, aun cuando esté de- 
terminado el valor de x; es también indispensable que el se- 
gundo miembro do esta tíltima ecuación no contenga tampoco 
á X, y que esta propiedad se verifíque principalmente en el se- 

gundo término , según esto tendremos que - ^^_^ =con8tan- 

te, es docir que debe r hallarse contenida en y' de tal modo que di- 
vidiendo esta cantidad por x"* ^ nos resulte un cuociente que 
sea una función de m, tal como /m, ó y' = x*" ^/tn. 
Determinemos ahora á/m. Para esto tenemos que 

, , , m ♦» . , ^ — ^^ , c 

(X+A) =X +/IX y/íi + o¿c. 

Luego (*+^) =« +hx /n + 6¿c. 

(x+h) =x ^ +hx f(m+n)+ 

con cambiar menny enm^^-n. Pero si multipUcamos las dos 
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primeras ecuaciones, hallaremos que su producto será la terce* 
ra ecuación, con la única diferencia de que nos resultar íaym-t*/n, 
en lugar de /(m+n); luego [nota del núm. 620] /*(m+n) r= 

Si en esta espresion consideramos á n como un incremen- 
to de m, tendremos que /(m+n)==/m-|- 1/* '»«+&€. : y según 
e^to tendremos que yn=n/'m-)-&c. y como vemos que el primer 
miembro es independiente de m el segundo lo debe también ser 
es decir que f^m = un níimero desconocido a; de donde con- 
cluimos que /":=/"* = ....= O 
y fn:=zan; y de aquí sacamos que/mr=am; 

«hora solo se trata de determinar la constante numérica a. Para 
esto sabemos que 

Haciendo ám:=l tendremos x-|-^='+Aa; de donde conclui- 
mos que ar:it, y según esto yin=:m; siéndola derivada pedi» 
day'==m*"*— ^• 

Sea ahora yz=:z^ ^ siendo z una función de x, tendremos que 



m ^ 



670. Respecto á y=:^ zs=z tendremos qué 



1 »» V «' 



y'==JL* *• = 






esta es la formula de las derivadas de las funciones radicales 

4 

Respecto á y=^ V(a+6z*)*, haremos á r=.a-4-6x', y ten- 
dremos 

Asimismo y = Vx*no8 di y'z=z\x = ^ 

Como los radicales de segundo grado son los que se encuen- 
tran mas frecuentemente en los cálculos, daremos una regla para el 

caso en que m 1=2; y =zV 2 nos da y' = —^ — : que nos dice que /a 

2V« 
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derivada de un radical cuadrado es igual al cuociente dé la J«. 
rÍMia de la función afectada de eeU radical, dividida por el 
duplo del mismo radical. 



Por ejemplo y=a+6\/*— A noa day=_+±. 
Respecto á y = (ax3+6)«+2V(a*-x').(«-6) 
hallaremos que y^z=:6ax^{ax^+b)^ — -_. 

Finalmente y=^ ."!,,, , ,°^ ^* 






Si hubiésemos multiplicado numerador y denominador de la 
fracción propuesU por x+V(a'+*') hubiéramos tenido 

671. Si se nos diese una función complicada y=:/r, supon- 
dremos que representando por z una parte de esta función, 6 
gzsiFxy nos resultase la función propuesta mas simple y espresa* 
da solamente en z, y:=<(>z tendremos de este modo tres ecua- 
ciones, de las cuales la primera resulta de la eliminación de 
X entre las otras dos 

(1) y=/r, (2) z = Fx, . (3) y=: (pz. 

Vamos ahora k sacar la derivada y' de estas dos tíltimaa 
ecuacioneft sin hacer uso de la primera. Como en dichas ecua- 
ciones hai dos variables x y z, tenemos que el método adop- 
tado para espresar las derivadas no es en este caso suficiente; 
porque y' puede representar tanto la derivada de la primera 
ecuación como la de la tercera; no obstante de ser x variable 
en una y x en la otra, y las funciones / y <p mui diferentes. 
La derivada de y esta tan bien representada por dy como por y* 
(núm. 658;} y supuesto que la derÍTadado x e8«'=l,6dx=:l 
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Al/ 



escribiremos -1 para repreflcntar (fue la derivada de y está de- 
dar 

terminada con relación á ]a variable principal x que es la que 
recibe el incremento arbitrario h. A la expresión dy te denomi' 
na la diferencial de y cuya etprenon es tinónima de derivada, no 
diferenciándote de ella, tino por la anotación que en ella se supone^ 
Cambiemos x en r-}-^ en la ecuación (2), y represen- 
tando por k el incremento de s es decir Z— z=A:, tendre- 
mos que Ac=--A+ ; 

Segan ésto, p&ra que en la eenacion (3) y se convierta en la mis- 
ma cantidad K, que si hubiera cambiado á x, en x+hen. la 
«cuacion (1) será precito cambiar á 2 en x+k y hallaremos 

áz 

en cuyo caso el coeficiente de k es la derivada de y=:Qjr 
hallada como si z fuese sola variable é independiente de jr, esto 
€6 lo mbmo que espresa la anotación de arriba. 
Si sustituimos á X: su valor, tendremos 

F=y+-1. • -f A+ 

áz áx 

El segundo miembro es el producto de las derivadas de las 
ecuaciones (2) y (3}, es decir de (Ps con relación á jr, y de Fx 
con respecto á x. Luego la derivada de una /unción de z, cuan* 
do z et función de x, et el producto de lat derivada* de eetae 
dot /unciones. 



{*) Obsérvese que las de ^e se hedían en esta espresion no se 
destruyen; porque la dz que divide a dy indica no solamente una 
división, sino también que la derivada ó diferencial dy está saca^ 
da de la ecuación y= q z , como si el incremento h se hubiese 
atribuido á z, y no a x; en cuyo caso dz es =t; por otra parte 
ti uiulíipliciidttr dz indica que la deriwida de z se ha sacudo de 
la ecuación z=Fx, tíí la que x ha adquirido el üicremento h 
6 dx=:si. 
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Es indtil demos ejemplos de este teorema, aplicado ya (otím. e$t) 
á la derivada de x'^ ; su «pliacion nos será mui útil en lo 

sucesivo. 

672. Puede mui bien suceder que la ecuación y==/x sea 
tan compuesta que tengamos que introducir en ella dos varia- 
bles X y u representando ambas funciones de x; en cuyo caso 
la ecuación propuesta y=/a:.... (1) resulta de la eliminación de 
X entre las tres ecuaciones dadas 

(2)....z=Fj:, (3)....ti= \Í/X, (4)....y^q)(r,tt) 

Ahora se trata de sacar de estas ecuaciones la derivada de 
la primera, como si se hubiera cambiado x en x-f-A en la ecua- 
ción (!)• Hecha esta transformación en las ecuaciones (S) y 
(3), eos] dará para el valor de los incrementos k é i que reci- 
ben X y fi, los siguientes. 

k:=z^h+ , i=^^h+ 

dr dx 

Cambiemos ahora x en x-f-i(:, y u enu-f-ien la ecuación 
(4); y como esta parte del cálculo es la misma, ya sea que k 
é i tengan un valor determinado 6 ya que permanezcan ar- 
bitrarias, tendremos que x y u podrán considerarse en dicha 
ecuación como variables independientes. Podemos por consi- 
guiente cambiar x en x-f-A: sin alterar á ii:y en seguida in- 
troducir en el cálculo t/-f-¿ en lugar de usin hacer variar áx. 
Este doble cálculo nos conducirá al mismo resultado que si hu- 
biéramos hecho las dos variaciones al mismo tiempo. 

Sustituyendo x^k en lugar de x en la ecuación y= 9(')V) 
y asimilando u á las demás constantes de la ecuación, tendremos 

que y se convierte en y+ J^ A:+.... Solo nos queda ahora que 

sustituir en esta espresion ti+i en lugar de ti. En cuyo caso 
debemos considerar al primer término y como si no contuviese 
sino una sola variable v, y según esto se convertirá en 

y+g i+ 



£1 segundo término J^ A; es asimismo uña fundón de la 

áu 



vmríabU u; é introduciendo en él u+i en lugar de u, teqdre« 
moa que el desarrollo principiará por este mkmo término (núm. 654) 
de modo que la suma seri 

^=v+fe^+í*+ 

No tenemos necesidad da considerar los términos subsi- 
guientes , porque siendo el objeto del cálculo bailar el coofi« 
ciente de A, tendríamos que los términos en que entrasen i', 
k't ik.,.. DOS darían á A^,^^.... Sustituyamos ahora en la ocua* 
cion de arriba en lugar de ft é t sus Tabres bailados anterior* 
jDaente j tendremos 

Y^y+C±.^+^.^)h+ 

>du dx áz dx^ 

El coeficiente de A es la derivada que buscamos, hallada 
lo mismo que si directamente la hubiésemos sacado de la ecua* 
i;ioD propuesta y:s=/jr, es decir 

áy,^ dy duj^dy d* 
dx 9tí dx 31 3« 

También se aplica á esta ecuación la observación de la no* 
Ca precedente. 

673. 8i hubiese habido tres variables en la función trans« 
formada ys:9(jr, u, ¿), bastaría añadir al segundo miembra 

•tro tercer término de la misma forma ^ . ^; y asíen seguida. 

át dx 

Luego la derivada de una /unción compuesta de di/erentee 
fundante parücuiarest ee igual á la eunia de loe derivadae r€- 
latiwae á cada una de ella*^ cnneideradae separada i indepen* 
dieniemente una de •<rá, según la regla del núm. 671. Es evi« 
dente que -las derivaciones de los productos y de los cuocien* 
tes, no son sino casos particulares de este teorema (ndm* 663 
basU 667). 

Sea ygg /' V f . ; de aquí sacaremos que y^:*^ baqlendo 

i Msza^b* y vsl-— x; luego «*=;6 y tt*=i<<«-l« 

3 
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La derivada de y, siendo u constante, es-^ ; y tendré* 

tnoB que la derivada relativa & u será 1 según las re« 

ti-* 

glas de los números 667 y 668, 2.^; su suma será la derivads 
que buscamos; luego y*= — -f-^=r — ! n^ ■ .. 

y=r J í ^ * ■■ sr ^— ^.haciendo en esta espresion a 

4 — 5¿ t 

«"=1 — x',u = 3r- 2x2 y /r^4 — 5x, hallaremos queír'=:— 2r, 

i*' = 3 — 4r y Vz=i — 5 son las derivadas subcesivas , no 

considerando sino una sola variable z, u ó t y sumando ten* 

dremos 

í * t- V* — ^')* 

Cuando los valores que debemos Igualar á las variablefl m 
II.... no son complicadus, prcft rirímos el operar sin el socorro 
de esta transformación, suponiéndola tácitamente. Asi es como 
inmediatamente pacamos de 

J^c±(fli— 2jr+x«)3 Jf'=:á(ff— 2x + xV(3''*-')- 
674. Después de haber hallado la derivada y\ tratando & 
esta función de x según las reglas que acabamos de sentar, 
hallaremos la derivada del segundo 6rden y"*, ésta ooe dar4 
asimis-mo ¿ y'" y en seguida é y"", &,c. 

Por ejemplo y=x nos da y*= — jc , y" = 2jp , 

ir'" = —2 .3u;-^^&c. éyí''^ = 4:2 . 3....tix'^í'*+*\ 

Asimismo y= V^=í' nos day*=i¿x""*,y"sr: — ) . J*** « 

•/" — I • 3 X ^ ,,, .. ' • 3 , 5 „— a 

y — — I y SL. — — — I X fc 

ffi)_-— . 1 .3.5.../2n— 3) 
y — «i. - • 

Respectó á y=¿x , tendremos que y'í=:mx , 

y' =m{m— l)x'"~"^ y^'*í=rm(jfi*-i)(m— «>... 

m— /i-l*ljx » 
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67¿. Ahora podemos aplicar con suma facilidad el teo- 
rema de Taylor {Jt^ mira. 659) á todas las funcioues aljebrai- 
cas; es decir, hallar su desarrollo en serieo, según las poten- 
cias crecientes de A, siempre que cambiemos en ellas á x en ar+A. 
I. Sea y=:x"^^ acabamos de hallar los valores de y\ y".... 

liUego 

1 i h,h ^ hP' 

x+K X x^ x^ K^-^^ 

fisto desarrollo es una procesión por cuociente (num. 579). 



•II. La cspresion y= — ; — : — =x-——. nos da asimismo 

X X 

X ^ X* ^ *** 

ni. Respecto á y= vx; hallaremos los valores de y', y"... 
y sustituyéndolos en la serie de Taylor, tendremos 

S¡ (r+/0= \^x+-* l±-..±'-«-^-(^'^)-il,. 

1\lx 2.4 Vi" 2n^j.2n— 1 2.3.,, 

IV. En jeneral y= x nos da el desarrollo de la f&rmula 
de N(?wton, sea cual fuere el csponcntc m 

(ír+/ij ssx -f-mx A-f-m x 71'+.... 

+ m — 1 m — 2 m— n+l iii«»n.» 
!¿ 3 n 

Minc¿on€# esponeneiáUt y logarUmicos: 

(i76. Para hallar la derivada de y:=:/x=a , séguircinós 
la regla del núm. 6G0: y nos resultará 

/{x+h)z=ia "^"^ =a*. a^=i=a* +y'h+SLC. (núin. 655) 
y dividiendo pora hallaremos, a = l-f-^/t-{-&c. 



a* 



Y como el primer miembro de esta ecuación es independiente 
de X, sígnese que el segundo y particularmente el coeficiente 
de h, debe berlo también; luego la cantidad y* debe estar com- 
puesta en « do tal modo quo dividiéndola por a nos resulta 
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por cuociente una cantidad constante Ar, que será una función 

incógnita de la base a, es decir que y'zsika'. Y así tendre- 
mos que 

' ^^ ^^ 2 ^ 2.3 ^ 2.3.4 

según la formula de Taylor. La constante k se determina lo. 
mismo que en el mí mero 505: haremos á x= 1; y en seguida en 
la espresion ar=l +A:+iA;*....que resulta, liaremos también á 
^*=: ], y repretic ataremos por e la base que corresponde 4 estas su- 
)K)íiiiciouos, será e= 2,71 828 1 828,.. .Finalmente si hacemos A:x = I 
cu la primera serie, tendremos que el segundo miembro se con- 

I k 

vertirá en e, y hallaremos quca'*'=:e, y ame ; de i:vya cspre- 

b'ion sacamos que 



Log. c lüg. c' 

según sea en el sistema de logaritmos la base cualquiera, ó teog^ 
por base á e, 6 fínalmente sea su base a. Los signos en que hemos 
convenido en el ndm. 585 los empicamos también aquí; la repre- 
senta que la base de los logaritmos es e, ó que tratamos de 
los logaritmos neperianos &c. En una palabra el Cálculo dife- 
rencial reproduce la^ series demostradas en el nilm. 585 asV 
como también las consecuencias que de ellas se deducen. 

G77. Sea y =a* , en la cuals: es una función de x, sr^fx: 
.por medio de la regla del nílm. 671 hallaremos y'znkaz' =a^ . c' la 
la s' se saca de z:=fx. De aquí concluimos que la derivada 
de una cantidad csponencial es el produelo de esta misma can- 
tidad por ia derivada del és^jonente y por la aorutatiU k, qiuí 
es el logaritmo ncpcriano de la base. 



mz 



ms 



mz 



yzne nos da y'=:e 
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678. Respecto á la ecnacion y==Log. r, tenemos qne ■egQH 
la regla aentada nrím. 660 hallaremot 

F=Log.(ít+'0 = Log.ír+y'^+ dtc. 

l'Og.{x+h)^hoga:= Log.LiltJ=:Log.(l +ir) z=:y*xx+... 

haciendo á A=:ir£. Observaremos como lo hicimos en el ndm. 
669, que z es independiente de x; porque si cambiamos conve- 
nientemente la cantidad arbitraria h^ poede s pernianecer cons- 
tante y ser sola x la que varié. El segundo miembro, y en 
particular el ténnino y*xxy debe pues, no contener á x ; por 
consiguiente estará y' compuesta de tal modo en x, que el 
producto y'x ^en, una constante J(f , ó y*r=J(f, Y así 
fnura. 674) 

X X* «^ X* 

Luego 

Log.(x+A)=Log.x+Jtf(A-^4.^ ) 

Log-n+«)=*>^('— i*'+i«'— *«*+ ) 

En cuanto al valor incógnito de J€, depende de la base a 
del sistema. Sea t el logaritmo de 1-f-^t tendremos que 
tt'= I -f-x =1 +A:í +iA:«£«+.... ; y de aquí sacamos que 
M-=:kHi^iíl,^..,). Y sustituyendo en la serie de Log.(l-|-x) 
tendremos, suprimiendo al mismo tiempo el factor común t 

l=JlfA:(l + i«-/4-....)— iJtf3fcí¿( y,... 

Esta relación debe existir, sea cual fuere t, conservando 
siempre k y M sus valores constantes. Si hacemos á » r;zO, ha- 
Ihíirémos que <s=0| y segiv) esto l:s:Mky de cuya Mpnsien 
pacamos que 

k "^ la "~A:x~" xla 

Podemos ver con focHid&d que JIf es la cantidad que an« 

^nórmente hemos llamado móduio (ndm. 585), y es un fac- 

~ior constante para el mismo sistema de logaritmos, q«« sirve fsra 

convertir éstos en logaritmos neperíanos y redprocame&fee. 
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Por consiguicnlc íiomos hallado aquí las mismas series, y teoría 
que anteriormente. 

679. Sea yrrLog. z, siendo «una función de x; tendremos 
(núni. 671) que 

s kz z\a 

De donde concluimos que la derivada del logaritmo de una funciona 
t» la derivada de ctla función multiplicada por el módulo y dividida 
por la misma /unción. Cuando se trata de los Jogaritmos nepcria- 
nos el factor Jtf es igual á uno (*) 

y=/ji)=k-l¿ nosday- = :£-j:^. ^^^-"^' 
^ \ t / ^ u t vi 



y = Log.r'^mnLog.r . . . . y' z=z 



Mnz' 



^ . , _ .^/ 



y=Log .... y' = 



V(l+x>) '(1+^'/ 



J»/ 



y=Log.[x+V(l+:r^)]. .y'=_ , 

y^W(^A}±^+^\ y^^ !_, 

^V/;i+:r)— r^ V(l+^') 

eco. Los logaritmos sirven muchas veces para facilitaT 
la indagación de las derivadas. 

I. Sea y=:ti/t>r....; de aquí sacaremos ly=lu+l¿+li>+.... 

y «n ñosmáa^=:^, +L+^^ Multiplicando esta ccua- 

y u I* V 

(*) Podríamos también haber sacado la dtrieáda de los loga- 
ritmos dv la de las esj)oncnciules: y :zz a ' nos da y'z= a . z' /a =ryz . /a, 

y de aquí sacaríamos z*zri—--zz — ^. Recíprocamente de esta úl- 

■ Urna eeuaiwn podremos deducir la pruedente^ es duir la deriva- 
da Y^ de ñ, t 
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eíon por la propuesta, hallaremos á y' ; esto nos prueba que \k 
r^gla dada núm. 663 es cierta, sea cual fuere el número d# 
factores» 

II. y=iz nos da ly=eljr, é JL=zíf*-l-f. l^r; 

1 
luego y'tszz^ (^!£ +tlz^. 

III. De y=za^ , sacamos ly=:6' la é y'=:a**6-r.«' IaJ&. 

IV. y=:« nos da ]yz=:t^\z; luego 

I^und<me« circularéi, 

6f{1. Determbemos la derivada de y=Ben ^r, fliiponiendt 
^ne el radio es 1: Sabemos que sen (x^^A)=sen r eos hjt* 
eos s sen ^ = </*4*v'A4*&c. y de aquí sacamos que 2cos4r« 

0en A=s2v*A4-&c. y sen A=.J^. /t-f*d&c. El segundo miem«i 

C08X 

bro no debe contener á r; y así el coeficiente de A es uña cons* 
tante inc6giiita j9, es decir que y'=«4co8x ysenA=:wl/i4'^c« 

de cuya «sprcsion sacamos que ^^ = ^ -f- &c. ; y si en esta 

ecuación hacemos disminuir & A, veremos que A es el límite 
de la razón del seno del arco h , cuyo límite sabemos ya 
(núm. 382) que es=]; de todo lo cual concluimos que «^^ = 1, 
é y'zrcos x. 

Lo midmo hallaremos respecto a s:=cosx« 

' C09(yf'A)^: cosx. eos Alasen r.sen h^zg-^ »*A+&c. 

Y restando, sacaremos Ssen x.sen A = -— 2« A-|- 6lc. y en seguida 

•en h = h -f. 6¿c] pero como hemos hallado que sen^A ss/i^- &c« 



/ 



> 
< 



¿omp&rtndo una ecuación con otra haUarémos que __ = 

V0*:=— sen»* 

Conocida* que sean las deHvadaí de sen « y eos x nos ! 
ftcil pasar 4 las derivadas de los órdenes superiores, y hi 
Temos que estas derivadas so reproducen periódicamente ei 

orden siguiente 

sen «, cosar, —sen x, —eos x. 

Per consi^iente el teorema de Tayllor nos dará 
•en(x+*)=senx(l — ?^+^-j;-4 ) 

^ /a ^* _L. ^' ^ 

<4-C0Sx( /l— — + r r ) 

^^ \ 2.3 2.... 5 ^ 

Hagamos en seguida á ^i =0 é igual á 90 «> y hallarémoi 
mismos series que al fin del núm. 587, las cuales nos si; 
para formar las tablas, para hallar la razón tt del diám 
& la circuuferencia y las fórmulas contenidas desde el n<im' 
llasta' el 595. 

682. Respecto & yszsens, hallaremos y' = «'. cose. 

6i fuese y = coas, hallaríamos y'=i— «r'.sen?. 

8ea y = tanj »= -?£2-i, tendremos (uum. 66 6) que V=r— 

eos o co 

^s*.6ec*jr, cuya espresion nos dice, que la derivada de la ta 
te de un arco es igual al cuadrado de la secante del tu 
arco multiplicada por la derivada del arco que es función 

Respecto á y=cots tendremos quey'a= .r*** . 

sen' jr 

Supuesto que\/ifl+cosx)=:cosJx, tendremos que li 
rivada de éste radical es —i sen Jx; esto es efectivamen^ 
que nos dá el cálculo. 

Sea y=:cosms; tendremos que y'=— ms'senms» 
y=:aenm». y»=: ms'cosmt, 

Deryasoo8(lx), sacaremos que y'ss:— !2!líli\ 

9 
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Respecto ¿ yscosar'^''', hallarémes ly:=ten«.1coe«i 

y en aeguida y'coe «'®° '^ (coa x. 1 coa x — ^^ ' ) . 

\ COM X / 



ysz , noa da y* =: ^ -^ ^ ^»' tapj > . aect¡08taea la 

C08X coa' 

derivada de y=aecs. 

6eay=:l8eDx,baUarémoa qqeyss^^^" *^' =:^!£2^ ssx'cotx, 

aenx aeax 

I ^ , (coíi x)* ,. . 

COBX 

ysltaníx y' = _í! =: ■ ^'\ . 

coa^ztaDJx aeo^x 

M. Legendre ha dado, en el Conocimiento de loa Tiempos 
de 1819« series acomodadas al cálculo de los logaritmos de los 
sen., eos, 7 tanj. 

Sea ysslog. senx; aplicaremos á esta espresion el teore- 
ona de Taylor, y representando por M el módulo» tendremos 

J^ ,„ fJIfcoex 



aen'x 



y'ssJifcotx, y"=— ,y"'=r *""^ 

y según esto será 

A'cot X 
log.sen (x-f-/i)=slog. sen x-f-Jlf7i cotx— JIf — — -f-d^ 

Trasladando 4 log. sen x al otro miembro, noa resultará que 
el valor de la diferencia A entre este logaritmo y el do aen 
(x+h) ea 

A = JWt cotxO 5_+J^)-^(l— faen'x) 

\ sea-^x Jaen-x/ 4aeu'x 

Aaimiamo hallaremos laa diferencias A| y A, que hai 
entre los logaritmos de loa eos. 6 de laa tanj. de X'^'h y dm x; 

A , = — ^/itanj x(i+ — L.-AL) — J?L** (1— Jcos«x) 

' •' \ ^ Btíü2 x^3coa'x/ 4cos*x^ ' ' 

A,=s 7-(l— Acot2x+|^» + í;^»cot«2x) 

, 4J»f^*coíitr /^ sen'íxx 

+ sen*«x V T"/' 

uu 
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Én todas estas fórmulas h rcpreacnfA la lonjitud dol arco di» 
ferencial (véase tomo I núm. 348]. Así e? que para liallar el 
logaritmo do sen ¿7 ° 33' conociendo el logaritmo cié sen 27 ® 
30' haremos á A = arco de 3'=;3 8enl*. Daremos á cunoccr 
este cálculo; 

A. . . . 4'.94085 4.940.15— lertcrm. = O,0OOT2r.O3 

Jlf. . .. r.63778 4.86215 3.<>. . • =: —0.00000^73 

cot X. . . 0.28352 sen 3a:— T.9I336 3. ^ . . . = 0. 



I«rterm.4.8é215 2. ©. .. 7.88964— A . . . =z 0.0007273 

El tercer término no produ- log.scnx = 1.661405C 

ce nada cuando no se to- * 

man sino siete decimales log.sen 27 ® 33* = 7.6651329 

Este método es mui ütil siempre que se quieran calcular los lo-> 
garítmos con una gran aproximación. 

683. Supongamos que x sea el seno de un arco y> cuya cs^ 
presión la escribiremos como sigue: 

jf^arct'senssx], 6 xszseny^ 

La variable x que recibe el incremento A, no es ya el arco 
sino el seno. Según esto la ecuación x:^seny nos dará 

ISB^'cosy, é y*5£ ■ = 



eos y V(l-^*)* 
Respecto á y ss are (senes <}, tendremos que y' := CTTZl. 



Si fuese y =íarc(cos :=:*); hallaríamos y»=:_--i_. 
Sea y:sa)rc(tanj:=s], de aquí sacaremos que i(=tanj y» 



1 



''^cos^ * y'=«'cos*y; y supuesto que co8«y=s= ^ 

tendremos que v'=r— — — . 

Y así /a derivada de un arro espretada en su ¿eno^ et igua^ 
á 1 dividido por el coteno; la de arco etpretada en eu coseno 
es'^l dividido por el seno; JinalmenlCy la de un arco espresada 
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en «tf tanJtnU^ u 1 dividido por l-j^ei cuadrado de esta mis- 
ma ffwjeiUe. 

Si en lu^r de ser el radio 1 fuese r, tendríamos, hacien- 
do que las DSrmulas fbcsen homojéneas (núm. 347, 2. ^ ) que 

y=arc{8eii=x), y=arc(tanj=r«), y=:taiyz. 
, rz' .^ rV ,_ r*z' 

Derivadas de las Ecuaciones, 

60 4. Si resoWomofl la ecuación F(r,y) rr O bajo la fonna yzsiff^ 
nos 6crá íucil sacar do esta última loe valores y\ y*\ y"*....'; pero 
como rara vez se puede resolverla bajo esta forma , vorémos 
qtic para ol objeto que nos proponemos no ei tampoco nece- 
fcarío; porque si en la ecuación prepuesta introducimos en lugar 
do y su valor /r\ nos resultará una función de x sola que también 
será nula, cuya función la representaremos por z=^x^;=0; en 

eu}*a cspre»íon tendremos que las derivadas z\z**^"* serán 

osimisrao cero (ndm 664). Ahora bien, para hallar ¿ jr*, convie- 
ne según lo que hemos visto (nCím. €73) que simplifiquemos la 
cspresion complicada F\rjx) igualando ¿ y el conjunto de tér- 
minos representados por/x, y apliquemos en seguida la regla 
del citado número á la ecuación z=/^T,y) ssO que es la misma 
ecuación qae se nos propuso al principio. 

Estos dos términos son unas funciones conocidas de x é y 
que se llaman Diferenciales parciales. Por ejemplo, de la ecua- 
ción y^'^x*'^r^zsz=z.Of sacamos 

ÍÍ=2x, — =2y y tendremos x+yy'=sOéy'=:— — . 
dx dy y 

Aámismo de la ecuacionx'«)-y*—*2rx=:r' sacaremos yy' 
+x— rsiO é y»:=ll!^. 
s^-|-3ax*y=ay^ nos da (2<ix«— 3ay«)y*+4x'+4cijry=50, 
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685. Es cierto que y* eetá eepresada en r é y, y no en s sola 
como hubiera sucedido si hubiésemos resuelto la ecuación W 
(«,y)=:0. Si queremos deducir á y' en x sok, no tenemos mas 
que eliminar 4 y entre la ecuación ^=^0 y su derivada 2*:=0. 

Así es que, en el primer ejemplo tenemos x*+y*=r*y 
«+yy'=:0; y eliminando á y halldremos x«=^y''(r*— x') é y* 

Esta eliminación, que rara vez es útil, eleva á y' al mis-' 
ano grtdo á que estiba y en la ecuación propuesta x=0. Por- 
que cuando hai n valores en yz=:fx^ como el cálculo de la deiiva- 
cion deja en y' los mismo» radicales que en fx (núm. 670) y^ 
tiene también n valores. Si y* no está elevada sino al primer 
iprado en la ecuación z'=0, esto consiste en que se halla tam* 
bien y en diclia ecuación conteniendo los mismos radicales 
que la eliminación de y debe reproducir. 

686. La ecuación 2* = O contiene á r, y' é y cuyas cantidades 
son todas funciones de x. El raciocinio del nilm. 684 nos prue-^ 
ba que podemos sacar de ella la ecuación x*' = 0, consideran^ 
do á y é y' como que contienen á x, y aplicando la regla del núm. 
672. Los signos de que hasta ahora nos hemos servido reciben 

d^t/ d^t/ 

en este caso mayor ostensión. Por ejemplo, ^ , y •= — =-, 

dxdy dx*dy 

signifícarán que en la primera se ha tomado la derivada, con- 
siderando en primer lugar á x como variable, y que en segui- 
da se ha determinado la derivada del resultado con relación ¿ 
y: en la segunda, se han hallado las derivadas tres veces su- 
cesivaF;-do8 veces respecto á x, y una vez respecto d y. Ade- 
mas, de lo dicho (núm. 672] se sigue, que estas derivadas pue- 
den hallarse en el orden que queramos: en el segundo caso 
podríamos, por ejemplo, hallarlas primeramente con respecto á 
y, y en seguida dos veces con respecto á x, o bien una vez 
con relación á x, otra respecto á y, y finalmente otra vez cea 
relación á x (véase n(ím. 703]. 
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ScfiTun esto, la ecuación «*si _+~. y' = O nos da 
* d* dy ' 

Esta ecuación de primer ^^rado respecto á y" nos da ¿ y^* 
espreeada en x, y é y'; podremos eliminar de ella ¿ y^ por me- 
dio de la ecuación c*=50, y si quisiéramos que detapareciese 
también y lo conse^irfamoi valiéndonos de la ecuación * =0, 
en cuyo caso se elevaría el grado de ¡f'*. 

Si en el último ejemplo del núm. 684 (2ajr« — 3fly9)y*+4jr' 
*)-4/iryz=0 consideramos á r, y é y' como variables indepen- 
dientes y hallamos sus derivadas relativas, tendremos 

{iax* — 3ayí V'4- l2x* + 4<iy-f-Cajry' — 6flyy'« =0. 

687. Si la ecuación propuesta « = O contiene algún término 
constante, ene desaparecerá de la derivada «'=0, spgun lo he 
inoii visto nrtm. SSi, Y así es que x- +y* =ra nos da T-|-yy = 0, 
cuya ecuación es independiente de r, y cepresa una propiedad 
común á todos los círculos cuyo centro so halla en el oríjen. 
Podemos también hacer desaparecer la constante que queramos 
haciendo para ello uso de las ecuaciones c = y r'=0, solo 
que en este caso volveria á apa roe or la constante que anterior- 
mente habíamos eliminado. La ecuación y = ax-t-6 nos da y:iz(if 
cuya ecuación no contiene á b; y si queremos eliminar á a, 
tendremos y=y'jr-f-'', cuya ecuación es independiente de a. 

La derivada del segundo orden hace que desaparezca 
otra segunda constante , la del tercero , otra tercera &c. 
y el resultado espresa también una propiedad de la ecua- 
ción propuesta, sean las que fueren estas constantes. La ecua- 
ción y' ^a — í»** nos da yy'=:— />x, yy"+y'*:=— fe; y elimi- 
nando á 6 , nos resulta la ecuación siguiente que no contieno 
ya ni a ni fc,yy'=(yy' +y'^). 

También podemos hacer desaparecer una constante 
cualquiera c con resolver la ecuación propuesta « = 0, bajo 
la forma c^zf^r^)^ y dif.3rcnciándula en seguida. Como 
eitos das procedimientos deben damos resultados equivalen- 
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tes , y eete tfltlmo introduce radicales que dependen del grada 
¿e c, ee evidente, que si preferimos eliminar á c entre las ecua» 
ciones s=0 y s'=0, deberá el grado de y elevarse. Por ejemplo 

nos dan (í«— 2y3)y*»— 4xy y'— x2=:0. 

688. Por consiguiente vemos que cualquiera derivada del or- 
den n, de la ecuación «=F^ap, y) = 0, no put»de contener á y» ' 
tino elevada al primer grado, si no fue¿o a^í, tendríamos que la 
ecuación no provendría de una derivación inmediuta, eino de que 
habíamos eliminado alguna constante , ó -á x ó y, valiéndonos 
para ello do la ecuación propuesta. 

Camhiamient} de la Variable independiente, 

689. Cualquiera ecuación jeneral tratada por medio dol cál- 
culo diferencial, nos conducirá á una csprcsion en jt, y, y'y*'... 
tal como 

+ C«, y. (y'), (y")-. 1 

si en seguida queremos aplicarla á un ejemplo que se nos proponga 
tal como y=jFlr, tendremos que sacar de ésta, los valores do 
(y*), (y")...., sustituirlos en la ecuación y\, y tendremos que esta 
función no e&tá cspresada sino en r. Se ponen los paréntesis [ ] 
para indicar que x es variable principal , y lu que recibe 
el incremento h, Pero puede mui bien suceder que en lugar 
do yszFx se nos den dos ecuaciones que relacionen á y y x 
con otra tercera variable ¿, tales son las 

yz=i([H y xz=rjl {a) 

En este caso seria preciso eliminar á t entre estas dos ecua- 
ciones para hallar la y = Fx, sacar de aquí los valores de 
(y')» (y") «-y sustituirlos en 4" Este cálculo que jeneralmento 
es largo, y aun muchas veces imposible de efectuar, no es nc- 
ceEurio; basta que espresemos la fucion >^ en £ por medio de las 
ecuaciones (a) y de sus derivadas p *,/•....; estas derivadas no so 
hallan con respecto á x, sino con relación á / que es una varia^ 
ble independitntf. Propongámonos ahora el modificar la función 
dada4«> P^i^a hacer que contenga á¿, (?',/'.. .,en lugar de*, y 
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(y*)«...<)ne 4ntc<t contenia. Sean k^k éi los incrementos quo á un 
BDÍsmo tiempo adquieren las variables «, y, y 1; según esto 

y=rFr nos ílaifc=(y>+i;y"yi«+ (1) 

y= Cííí jfc= y't +4y"t«+ (2) 

*=/í *= «•» +éx"i«+ (3). 

Estas dorivailas se reñeren á las funciones respectivas F^ 
9 y/; (y*) ch lit (ierivada do Fx con relación á j:; y' y «' son 
las de las ecuaciones (a) halladas con respecto á ¿, 6 

La función -4* se nos ha dado en valores de (y*), (y").... 
y queremos traducirla en valores do x', y\ x", y".. ..cuyas can« 
tidadf B son funciones conocidas de L 

Para efectuarlo igualaremos los valores de Xr, y en seguida 
introduciremos en lugar de k la serio (3), limitándonos á las dos 
primeras potencias de A, y tendremos 

(y') ''i+ [.y')»"+ (y">'«].4¿'....= y'í+ éy V.... 

y como la cantidad i puede tener cualquiera valor, sigúese que 
(núm. 576) 

(yV=y» é (y>"+(y")»'"=!/'\&c. 

Luego para eapresar á >J!« en < sola, es preciso que sustitu- 
yamos en la función, á las cantidades ar, y, (y'}> (y")**.<6U8 valo- 
res x=zjlyy=z(ft 

X X 

Del valor de (y'), que es el cuociente délos derivadas relativas & 

f sacadas de las ecuaciones {a]\ (y') = — , = ?-'= "^ : — , podre- 

mos hallar los valores de (y"), (y"')....Porque (y')represcnU una 
función de 1^, (y*) =:/^'x que podremos mirar también como una 
función de f, tal como (y'^ss (p^í, por s€rx=/l. 

Si efectuamos el mismo raciocinio anterior con estas tres 
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últimafl ecuaciones, Cüncluiremoa de él que también (y"J debe ler 

•1 cuociente de las derivadas de q^iiy/l, halladag con relack» 



á í. y como la derivada deípi i =^ ^^"—t- — 5 eiguese que 

X * 

dividiéndola por x* que 'es la derivada de Jt, volveremos ¿ ha* 
Mar para (y"), la mirima espreeion (D) de arriba. Asimismo, la 
derivada de este valor de (y") dividida por x' nos dará 

(y'")= Já — ?i — y (ir*— ?r-; (^) 

y así de las demás. Podemos por consiguiente emplear & 4* de 

tres modos. 

l.o Eliminando á « entre las ecuaciones (a), hallando los 
valores de (y'),(y'").... de la ecuación resulUntc y = Fx; y por dl« 
timo sustituyéndolos en 4« . 

2.® Sustituyendo en la espresion ^ en lugar de (y*), 
(y").... los valores (D), (E).... lo que nos dará ¿ 4« espreeada 
en X, y, y* y'.-- y en seguida hallaremos estos valores cn<, sirvién- 
donos para ello, de las ecuaciones (a) y sus derivadas. * 

3. ^ Finalmente formando en funciones de t la fracción 

\%f\zs. ^ y hallando en seguida las derivadas con relacioB 

á f, dividiendo cada vez por x* ó /*! , y sustituyendo por úl* 
timo en 4« en lugar de (y*), (y")**** los valores hallados do 

este modo. 

690. Sea r una función dada de <, r^=:JÍ\ y supongamos que 
las ecuaciones (a) sean x=z:r cosí é ysrrsent (*") de cuyas 
ecuaciones secaremos que 

(*'') EtUu ecuaeione» ton lai minruu que sirven para trantfor» 
mar lat coordenadas de rectangulares en polares (nvns. 385); tierna 
pre que hayamin hallado una fórmula diferencial 4» /Hira elprim 
mer sistema y ttndremot que el cálculo que sigue la reducirá á 
que sea acomodada al segfmdo. Esto mismo Hene lugar en 
las valores que siguen de 4* • ^*f^ ^^ ^^^* espresa la tanfenU 
del ángulo p, que forma un radio vector con la láscente 6 usim 
curha cualquiera ; y el otro es su ranlio de cufhaUsra (nicmerof 
724 y 733}. Quedan pues, por medio del eálculg de arriba^ Iradv' 
cidoM alas opresiones, á coordenadas polar ee,' 
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íí'sKr'cbsí— •raen £ y' srr'sení+fHJds* 

3^**= r"cos <— Sr'sen I — r eos I, y"5= r"Ben í+2r'co8 <— r ten i; 

&c« t . t ' • • ' 

Sustituyendo, €n la función 4, , primeramente las espresio-' 

nea (D) que introducirán en ella a y*, x\ y*' en lugar de* 

íy')>{y ")•••• y ©n seguida las que acabamos de hallar, no entra* 
rán ya en ella sino las cantidades <, r, r\ r".... que sou todas co- 
nocidas en í, por la ecuación r^:^» Por ejemplo si 

4, =r '(y'^^—y tendremos que 4, = y^'—'y ^ 

introduciendo los valores (/>) de (y*); y como loe valores de ar*, 
é y* nos dan y*x^x'y^r^ é ytf+xx*=^rr' (y como aderaav 
aabemof que esta ecuación es la derivada de «'4*y'=^''*)' 

bailaremos finaljnente que >J« $? — • 
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Sea asimismo >^ = n-4-fyr3 ^ ^.(^-^t^;^^ ^ 

(y"i «y— y'«" 

tendremoequea:''+y**"*»'*+»'*'»y *y'— y*«"«»'*+2r'«9r-rr'' 
lueiro a =B (r«+r-«)f 

Siempre que se nos dé la ecuación r=yi. tendremos co« 
nocida á J* en cada uno de los valores quo deqios á t, por 
•star las formulas espresadas solamente en i» 

691. lluego de haber transformado de este modo, á 4* 
tendremos que t es variable independiente, y si ahora quisié- 
ramos restablecer á x en su estado primitivo, lo conseguiríamos 
con hacer á x*z=z\ de donde sacaríamos que 0=;;z" = r"'s=....; 
y veríamos que y* se convertía en (y'), y por consiguiente y" se 
cambiaría ¡en (y") d¿c. Esto mismo lo podemos yerífioar en los 
«jemplos propuestos arriba. 

Jeneralizada que sea 4^ ^® modo que convenga á la va* 
riable principal <, nos es indiferente que en un principio lo haya 
sido Xy y podemos suponer que alguna otra variable u era la 
iadependicnte. Ahora bien, haciendo á x' = 1, espresamo4 que 
la variable principal es x-, luSgo C=zl indica la mibma cii** 



cunstanda rKl^cto i 1: h condición que tsprita (¡ué t i4 if^ 
ifía6/e principal ^ f« to lie «er f ssl ; y do aqnt sacaviof qyfl 
O rs^'r^t"* -:.... en cuyo caso decimos q^uo la diferencial de i ^ 
éonMtarUe, Sipmpre que hayamos jeneral^ado á >|« de modo que 
convenga i cualquier variable principal, ningiuM djfvrenci^ a 
co^fton^^ en ella. 

Supuesto que en la serie (3) del número Q89, que c^ la d.eii* 

vada de la ecuación x=ryi; x* reprcEcnta á ~f y que x*=:1 

d/ 

nos dice que la difürencial de x relativa ¿ otra tercera varia^ 
ble f, cualquiera que e^ta sea, es constante. Sigúese que si ha- 
cemos á i'=:1 con el objeto dp que ¿sea variable principaU 
^dréroo9 estar seguros do que la derivada de t, relativa d 
otra variable u es constante. Veamos ahora el uso que debemos 
hacer de esta proposición* 

692. Si sucediese que yj* no contuviese á x, como se vé ea 
^JL =;[y,(j/')í(y")— Oí en tal caso no seria ya necesaria la ecua- 
ción x=i/?, y tendríamos suficiente con conocer la derivada *•==/*! 
porque las relaciones (D) nq introducirían 4 x en 4« ^^ Mía* 
mente tí x\ y\... y los cálculos precedentes serian en este caso 
fáciles. Pero si esta ecuación derivada dada, contuviese di^ en 
lugar de r, por variable dependiente, y que por ejemplo tuvióaqraoi 
F(/,í*,x) = O, feria preciso en primer lugar jcneraüzar eef« ecua- 
ción, á fin de que ninguna diferencial fuese en ella eonstantf» 

sustituyendo á ^ en lugar do T; y haciendo en seguida á Ts: 1, 

X* 

para hacer de este modo á t variable principal; lo cual ap re* 

ducc Á reemplazar inmediatamente & <, con -^. 

Supongamos, por ejemplo, que las ecuaciones {a) sean ahora 
y:zz(^t c y = [r\ Ficndo en esto caso las derivadas relativas á. 
x; parif que estas derivadas sean relativas á / haremos & 

1 1 t/* 

y = — ; y de anuí sacaremos que x*= — , j"3c — ?-—, &c« 

a* y yi 

Después do haber jeneralizado á 4^ por medio de las rcla« 



clones (D\ introduciremos en su esprreion edtos valorefl, y ten« 
¿reñios á 4^ espresádá én f y en dérívadás relativas á i, en 
caso de no entrar x en dicha esprcsion. 

Asi es que >L =■ > i«.- ví i-, se convierte en J* ^^y r 

y en Seguida en lláíÉlil^. 

Vetiloi 4ue ^ estará Ospreéadá én funcionéiide I, porgue 
y\ y**.... contíéiien derivadas relativas a ^ sacadas de la ecua^ 
cion y=9l: luego conoceremos á \f« en cada valor que de< 
mos & /• 

Asimismo si las ecuaciones (a) Bonys:(}t3^l'Ss£t«f-'(y')s 
Mendo las derivadas relativa;* á r, cambiaremos éstaenf srx*' 
^y'<; hácieá^o á <* = 1 , tendremos que lá vañáble independien- 
te es ^ y así bailaremos que a;*s-{*y*<=:l; y de aquí sacamotf 
que x'x"+yy'=0. Veremos pues que el valor jeneraljzadci 

dé >¿ se convertirá, cliáiinando á %'' 6 y*', en %^ 3=5.s= »^!ül 

y" *" 

Para hallar á %{» en fhncionés de <, no tcnembs mas que sacar 
de la ecuación y =r (&/, las derivadas y'y', relativas á /, y cu 
éégúídí aí*±sV(1-ií-i^'«)y tíustUuir éstos \'alore3 cri la espresion 
^ =sj:*:y". Si en lugar de y=(pí se nos hubiese dado la 
ecuación x^fl, hubiéramos operado lo mismo con el segundo 
valor de ^ . 

Sea aun >f' ^z^ — L, eicndo x la variable principal, qoe« 

remos ahora que iloá^tí, y que V'zs:\+[y')^;ltia formulas!^ 
y E nos dan, después de haber multiplicado numerador y de* 
oominador por x'* 

>L ^ y*'V'-^ 3rVy'-.^y W"-4-3^y*^"* 
'^ ér'ííxy'^y'x") 

4e la csprosióií x'»4-y"* = l sacaremos xV*-|ií/y*=50 y ar V*» 
•|-z"*4./y»"-|,y t =ro. Eliminando de esta última á *" y ea se- 
guida & y*', por medio de Im dos (ireccdentes, haUarép^os que 



iñ fiALCVtO mFC&BNClAtí* 

^"* =— JÜL — -«Jl — .. Y así ]& espresion de v# le eonvertU 
tá por dltimo en 

6D3. Por medio de estos principios podremos simplificar higa* 
nas demostraciones. Si se nos da la ecuación ,ya:;/x (*), y sof 
derivadas 'y'),(y).... con relación á ±, y queremos hallar las de* 
rivadas de x== cpy relativas á y, sin resolver la primera ecua- 
ción, haremos á y*=:l y 0=:y"=y"'=s...*, en la ecuacioB (D), 

C8 decir qué b&stará hacer á (y*)=: --, (y")=— -•- ^j—.. 

Por ejemplo y :£ a' nos da (y*)=rAra' .* y de aqui sacamoi 

que --^-zuzka' =A:y; y finalmente «*=—, cuando y es variable 

independiente. Es evidente que así obtenemos la derivada di 
«=zLo£r. y. 

Respecto á y=senr, tendremos que (y*):^C08x: lueg» 

hallaremos que— -:=C08x yz'=± =r-r --, que ea la 

«' "^ coúx V(i— y*) 

derivada de ía ecuación a=:arc(sen=2 y) (ndm. 683). 

Finalmente dcysitaiyx: sacaremos la derivada dexssare 

(tanj^y) 

(y»)=:-L-.=sJ- yar'=rco8«r==-_í 

^ ' cos^r x' -^ 1+i^* 

694. Para jencralizar una función -^ de primer orden, cam* 

biarcmos á 

(y') eil^óá^=^:^lí,óíl=r^, 

^^^ «' dx dí'dr dx 37' 



(*) Uíto pwerfe demostrarse directamerUc; porque sean k y h 
lot incrcmentoi que á un nüsmo tiempo adquieren Uu canHda* 
des y y X. 

yr=fx f0f </a k=y-h+iy"h»4..... 

xssCpynoí í^í h = x'k-f ix"k2-|-.... . 
y de aqui h=rxyh+{xy"4-x"y'*)ih2+.... * 

y enseguida \ár.xy\ x'y"-4-*".V'*=:0, &0- 

Finalmenley tefidremo» ios valores de y', y"...» 



Suprimiendo el divisor común di; pero conservando la 'idea d# 
que eñ el segundo miembro, dy y d^ representan diferencia* 
les tomadas con relación á L Luego c%M>,ndo una función dm» 
vada 4^ é$ del primer orden, y te ha etpreeadopor el signo di- 
Jerencial d, dicha diferencial no padecerá ninguna alteración al 
cambiar de variable independiente i tolo que lat dy , dz..M 
^ue entran 9n tila repretentarán leu diferendaUt relativae 
á esta nueva variable» Esta es la razón porque la indicaci«ik 
Áe diferencial es muí cómoda en el Cálculo integral^, j en to- 
das las operaciones en que tengamos precisión de cambiar 
de variable principal , con tal que no entren en la cspresioa 
sino derivadas de primer orden. 

Sea y^iseiiz, tendremos que y'=rcos;r .;r*, se reduce á 

dy=:cos;r.djr, y de aquí sacamos que ds:ír — ¿—sg-; ^;^ ^ i 

debemoé preferir este cálculo al del ndm. 693, siempre que tra- 
temos de hallar la derivada de la ecuación zssz are(6en=;y). 

La ventaja do que acabamos de hafefkr no tiene logar cnaá- 
do en la espresion hai derivadas del segundo orden, porque la se* 
guada flSrmula (¿>] se convierte en 

d*y dr. d^y— dy.d^g 

dx«"" a*=* 

En este ¿aso, las derivadas son relativas á otfa tercera vt« 
riable <, cuyas funciones dadas suponemos que son « é y« De los 
principios de que bemos partido se sigue, que el primer mi^n^ 

bre no eé otra cosa que la derivada de -^^ que fé divide en se- 

guida por dx; y que considerando estas áy y áx como funcio* 
jifis de t podemos sentar (núm. 689» 3. ^ } 

cbí'^. dx . '^dP"" ST" 



•••• 



de modo que es mui fíicil volver 4 hallar las ecuaciones (¿>)i 
(^)...wy también conservarlas. en la memoriaé 
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De loi casos en que la Serie de Tactor es de/ecluoea. 

695. Faede nrui bien suceder qoe no eea cierta lá íorinalii («f^ 
titim. 659), cuando introduzcamofl en ella eñ higat de x un ntiine- 
jroa; porque convirtiéndose y^=^J^ etí/(a-4-^) il cambiar x cá 
O'^h , quÍK& suceda qae hallándose x afectada de un radical, 
til introducir a^^h ^ ligar de x quede h btijo de algud rádi<( 
cal, por babcr destruido los constantes de la función /á o; f 
eeguii esto h estará elevada á potencias (hiccionarías. Conoce* 
tnosademasque nocontenieado/ta-t-A) otra tarlable qué A, né 
itíempre se podrá desarrollar óegun las poteociaá cntetaR f p^ 
fitivas de A. Así es que cot A, log /^....contienen esponentos nega* 
tÍFos de h, porque si hacemos en ellas á A=;=0, nos resultan valo* 
ires infinitos. 

Sea y = Vj^+V(r-*a)*; si hacemos ¿ ars=:a4*A ten^ 
dremos que 

Asimismo _^ — h V^i nos da— 4- V^(a+/i)...u A"^'+^a»*% 

finalmente -jr ;+ Vxbc convierte en A'^'+Va+TTT^ ...% 

Las reglas que hemos dado hasta aquí, no Inm tenido nin- 
guna excepción, porque x ha conservado siempre su valor jé^ 
neral; pero cuando quercn)0fl aplicar estas reglas a caflo». par* 
ticulares en que x es un número dado, podrá mui bien suce* 
éer que- recaigamos accidentalmente otí alguna excepción del 
teorema de Tajior, comiene por oonsiguiente que demov á co^ 
Hocer los caracteres que nos indicaa esta circunstancia, y que 
enseñemos lo qua en tal caso debemos practicar para hallarla 
verdadera serie dey^a-f-A). 

696. Ordenemos el desarrollo de /(a+A) según las poten* 
fias erecientea de A y supongamoe que sea m la mener ptftem 
cia fraccionaria de h comprendida entre los enterca I jt i ^11 
tendremos que ^ 
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Sj m fu^e negativa, tendríamos que ^íh %em el primer tér- 
Ihtoo de la serio. Laá ¿antidades «4, í^ C....6on jeneralmentCf 
^cantidades ánitaa é incógnitas. 

Supuesto que esta ecuación tiene )ugrar, sea cual fuere h^ 
tomemos las derivadas relttivas á esta ▼aria ble y tendremos. 



.»•• 



/"'(a+;i)a*t.3í)..;+/(/^l)(l--í)M'~^+i<m--i)(iii-^í)JM%^ 

i&c 

Haciendo á ^ssO, hallaremos qtm 

Por consiguiente loi coeficientes A^ B..,» L son los valo* 
tos que adquiere /x y sus derivada?, cuando hacemos on ellas 
á r=^, cfíio es exactamente lo mismo que sucedo en la serie 
de Taylor. Pero el primer término desaparece, en cada deriva- 
ción, por ser constante; y a.sí á la / derivación hallaremos el 
valof de Li y á la (/+!), tendremos 

y como m es una fraesio.^ ^'rir^ vcremps ^ue este primer 
térm^io tic^c un es^ncnte negativo, y que la suposicioii 

«le/i==Onos da/^^'*'^^a=o. Desde y^^+^í todaa las derivadas 
son asimismo infinitas, porqnc este cff ponen te permanece siem* 
pro negativo (ndm. 660, 2, ® ). 

Luego 1.^ si el valor de x:=á no hace infinita á ningá« 
na de las ñmciones y, y\ y"... .no es defectuoso el desarrollo' 
del teorema de Tnylor (núm. 659). 

t»^ Si alguna de la9 funciones y\"y\ y" et infinito por' 

la ntpoticion de X'=zn^ /o son también U^at las »iguientet\ y ti 
teorema de Taylor no es defecluono sino desde el término que 
contiene la primera derimdá \t\finxkt: y h reet6e en etle lugUn 
mn —ponenie fraccianíirío. 
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3. 9 Si y es inñnita, y*, y" lo son también, y ^ ccn^ 

tiene potünciaa negativas. 



m 



4.^ Respecto á y :=:x , como sabemos que la derivada del 

6rden n es de la forma Ax ~~ cuya espreeion no puede ser 
infinita en ningún valor que demos á x, á no ser el dex=0, cuando 
m no es entera y positiva, conocemos en esto que la formu* 

la del binomio (jí+^) "^ ^ nunca defectuosa (exceptuando 

al caso indicado). Esto mismo diremos de las series a' , Log. 
(l^x), sen X y eos r. 

697. Réstanos ahora hallar el desarrollo que debe reempla* 
zar á la parte defectuosa, en caso que esta exista: para el efec- 
to, cambiemos á x en a^h en /x , y efectuemos el desarro- 
llo de /[a+h) por medio de las series conocidas. Por ejemplo 

y5=:c-|-(x— 6)\/(x— o) nos d¿ y'z^wíTTJLlI». 

2V(x— a) 

Vemos que x=a hace qne y' sea infinita; luego y", y"*..*, lo 
6on también, y h debe tener un esponente comprendido entre 
O y 1 en el desarrollo do Ys=:/[a+h); el primer término e« 
y:=zc. Con efecto, cuando cambiamos x en a-f-^ en la. eat 

h ^ 

presión propuesta, tenemos Y=:c+{a-m^b)h ^hr* 

Sea aaimiamo y=ic^x-f»(x-— ^X^"^^)' 
de aquí sacamos que y*=l+(x— a)*+J(x — 5)V(«-<-a) 

y"=53V(x-a)+-££=ÍL; 

i>/{x—a) 

«s=a nos dá yssc-f-a, é y' = l; las otras derivadas son infi- 
nitas. Y el desarrollo de yia+A] principia por {r^a)+hi loa 
demás términos no proceden ya según el orden /t', A^.^.Coq 
efecto, sustituyamos a^-A á x, y tendremos que y se convier^ ea 

698. Después de haber hallado los términos no defectuOMa. 
4o la serie Y, para hallar loa siguientes» restos^ ^/l«+M 
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la parte conocida; la resta, luego de reducida, será tmo. función 
5 de h, que trataremos de desarrollar en una serie que no 
proceda ya s^'^un las potencias enteras de h. 

Sea A el valor de 5 cuando ^=50; tendremos que 5= A+Mi^ , 
siendo m la potencia mayor de h que divida á S— JÜ, con el 

objeto de que el cuociente JÍz=l no sea nulo, ni infinito, 

cuando hagamos á ^=0. Esta condición nos dará & conocer 
al número m, y á la función Jtf de h. Haremos asimismo á A=0 
en JIf y siendo B el valor que en este caso adquiere Jí, senta- 

remos Jlf=:B-f-JV7i , y bailaremos á n y JV*; y así en seguida. 

^"''^ S=A+Bhr +CA'»+»+2)fc'»+»+P .... 

será el desarrollo que se nos pedía. Si S debiese contener poten* 

cias negativas de h, haríamos d h:=h' , y desarrollaríamos 
según h'; y en seguida cambiaríamos los signos de los esponen- 
tes áeh\ (Véanse las funciones analíticas números 11 y 120;. 

699. Examinemos ahora lo que sucede, cuando la suposición 
de x=a hace desaparecer un termino P de la función yx; en 
este caso, P tiene por factor alguna potencia m de x«— a 

(ntím. 600}, 6 P=Q(*— a)"^. 

l.o 8i m es entera y positiva, la derivada del orden m 
contiene un término essnto del factor «-—a, porque el espo- 
nentc va descendiendo sucesivamente hasta.... 2, 1, 0; y airí el 
factor Q, que ha desaparecido de todas las derivadas, vuelve á 
aparecer en la derivada m y siguientes; y el teorema de Tay- 
lor no es defectuoso ; en este caso no se nos presenta nada 
de particular. Sea y=(x— a)«.(*— 5)— a*«; tendremos que 

S. ^ Cuando m es una fracción comprendida entro I y 
í-4-1, la suposición de '=a hace desaparecer a Q de todas 

r n l_ \ 

las derivadas; la del orden /-f*l adquiere el factor ('— a) 

y siendo su csponentc negativo, tendremos quo la derivada será 

6 
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infinita, y la serie de Taylor defectuosa principiando desde este 

término; y en efecto, supuesto que el radical indicado por (r— rt) 
desaparece de toda la serie, y no obstante permanece enyi[a-f-A), 
resultaría de aquí que los dos miembros no tendrian tantee valores 
uno como otro, si h no adquiriese este mismo radical. 

Así es que y=:x^+(* — &)(* — «)2 
nos da i i 

Véanse también los ejemplos de los ndmeros 695 y 697. 

3. ® Si m es negativa, como P y todas sus derivadas tie- 
nen á x— -a en el denominador, sigúese que cuando x=a to* 
dos ellas son infinitas, y siendo el teorema de Taylor defec' 
tuoBO desde el primer término, sigúese que h tiene potencias 
negativas. Esto es lo que sucede en los ejemplos siguientes 

X* —I 

y= ; del cual sacamos Y=za'h ^2a-|-A, 

X— -a 

700. Supongamos que x=a haga desaparecer de y un ra- 
dical que exista en y\ es decir, que la primera potencia de 
a;—- a sea factor de este radical; tendremos que en el caso de 
ser x^a* tendrá y' mas valores que y, á causa del radical que 
no existe sino en y*. Elevondo la ecuación y^:zfx ¿ la poten- 
cia conveniente, podremos destruir este radical, que ya no se 
hallará en la ecuación x = /^x,y)=0. Hallemos su derivada 

(núm. 604J __-4-^ y'=0, y sustituyamos a á *, y en lugar de y 
áx dy 

introduzcamos el valor único de que pe trata; los coeficientes se 
convertirán en los números A y B,ea decir que la ecuación será 
•^-f-By*=iO, Pero por suposición, y' tiene, cuando menos, dos 
• valores correspondiente^, tales como a y j3, es decir que 
A+Ba^=zO y ^+B(3=:0, luego Z?(a — P) = 0, 6 B=zO 
y «(9=0, por ser a diferente de |3- Luego la ecuación derivada 
de x=lO, queda satisfecha pos sí misma yes independiente de 
todo valor de y'. 
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(Ir dy G 

Pasemos ahora á ]a ecuación derivada de segando orden 
(núm. 686) cuya forma es 

^y"+Jtfiy'í»+2JVy+L=0. 
dy 

el primer término desaparece; y como JV, ^ y L son funcio- 
nes de JT c y sin radicales, tendremos que la ecuación «Vy'*-f« 
^^y'-t'f'^O, nos dará á conocer los dos valores do y'; en vista 
de que .^«JV* y L son cantidades constantes conocidac; ano ser 
que cuando hagamos á x= a, deba haber mas de dos Valores de 
y\ para uno de y porque en este caso JIT, JV* y £. deberán ser nulaa 
á un mismo tiempo, y entonces seria preciso recurrir á la ecua* 
eion de tercer orden, en la que desaparecerían y" ¿ y'" por 

ser nulos sus coeficientes 3(J(fy'-4«^V) y , en la ecua- 

dy 

cion que quedase tendríamos á y' elevada al cubo. 

En jeneral debemos ascender hasta una derivada del orden 
del radical que la suposición de x=:a hace desaparecer doy. 

Sea por ejemplo 

la suposición de x:=ra nos day^a é y' = l + V(a— 6). Pero 
como la cspresion propuesta se convierte en 

(y— r)«=(x— aj^^íx—ft) 
de la cual sacamos que 

^{y—')y' =2(y— x)+(r— a)(3*— 26— a) 

y vemos que los dos miembros se convierten en cero siempre que 
oea x=:y=:a. 

Su derivada del segundo urden es 

(j^— x)y"+(y' — l)«=3x — 2a— 6 

que nos da (y* — l)' = a — 6,y el mismo valor de y' que arriba. 

ABimismo y=?(«— a).(x— 6)*, nos da y=0 é y' = >/(a— &), 
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cuando x = a. Prro si quitamos el radical y hallamoB las de- 
rivadas de los tres primeros órdenes tendremos 

3y2y' =z(x—ay{4x — 36— a) 
yVH-2yy"=:2(ar^a)(2*— a— 6) 
yay»»+Cyyy'+2y'3 =8ar— 6a — 2b, 

x=:a c y=zO cumplen Con las tres primeras ecuaciones, y la coar- 
ta nos dáy'=:V('*— ^)> como anteriormente. 

Si el radical desaparece de y é y\ pero permanece en y"» 
tendremos que (r— a}' es factor de y é y', que tienen igual núme- 
ro de valores, mientras que cuando hacemos á x=a,y" tiene mas. 
Si hacemos desaparecer el radical de la ecuaciop propuesta 
y=/r, y determinamos á y" por medio de la derivada del se- 
gundo orden de lá ecuación implícita z:=0, dicha ecuación nos 
deberá dar y" =: •§ como que en sí misma está satisfecha. Pa- 
saremos en seguida á las derivadas 3.a , 4.a ....que son las áni- 
cas que pueden darnos á conocer á y". 

Haremos el mismo raciocinio cuando (x«-»a)' es factor de 
un radical en la ecuación y==A, ^'C. 

Por ejemploy=ir-{-(x— a)-\/x, cuando x=i a nos da y=zay 
y'=l é y"=^2\/a; pero la propuesta se convierte en 

(y— jr)*= (x— a)*a: 

2(y'— i)(y— *)= («— a)'(5*— a) 

(y'— l)«4-y"(y—x)= 2(x^a)'(5x— 2fl) 
3y"(y'— l)+y'"(y— x)= 6(x— a)(5x— 3a) 
3y"»+4y"'(y'— l)+y""(y— x)=12(5x—4a). 

Cuando x=a, hallaremos y^^za; y todo se destruye en la 
ecuación de primer orden; la del segundo nos da y' := 1 ; la si- 
guiente 68 0=0, y finalmente la última nos da y" = H^2>/a. 

Limites de la Serie dé Taylor, 

701. Tomemos un término Ah"' de la8erie/(a-f-^), en el cual 
el esponente a sea positivo; este término y todos los que le siguen 

tienen una suma do la forma^^ {A^Bk^ ) (número 698}. Y como 

•^-J-BA^ se reduce; á A cuando h es nula, y crece por gra- 
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dos insensibles á una con el factor h: tendremos que si /i es 

muí pequeña, A será mayor que Bh' , Y así podrcmot totnar 
á h bcutante pequeña con el fin de que un término cualquiera de la 
eerie f a-f-h] eea mayor que la suma de todoe loe que le eiguen. 

702. Cuando a crece y se convierte en a-)» /i, puede scr/a 
de tal naturaleza que aumente 6 disminuya, siendo siempre h 
positiva. Como en la serie /(a+A)=r/a-|-V"*<*"«'P^®™<^5 tomar 
á h mui pequeña, tendremos que el signo de f*a es el que do« 
termina el signo de todo el desarrollo de /(a'^h — fa; en ca- 
to de ser /'a positiva, tendremos que /a es creciente, lo con- 
trarío sucederá si /'a tiene el signo—. Así es que sena crece 
hasta llegar á 90 ^ , para disminuir en seguida, porque su derí- 
Tada cosa es positiva en el primer cuadrante, y negativa en 
el segundo» huego mí Vx, permanece positiva desde el valor xsnB, 
Áasta e/ z^a-4«h, sin ser infinita en todo este espacio, tendrá- 
noff que fx va creciendo en toda esta estentúm. 

Si en y (a-f-A) hacemos crecer á h desde cero hasta 6, y 
■aponemos que a-f-A=rp y a-^h=zq son los valores que nos daa 
el menor y mayor resultado, tendremos quo 

/•(«+*)—/> y /*q^f\a+h) 
eerán dos espresiones positivas; y como éstas son las derivadas, 
relativas á A sacadas de las espresiones (*) 

Aa+h)—/a—V*p y /a+hf*q^/[a+h) 

Tendremos quj^ estas funciones deben por consiguiente cre- 
cer desde los valores de A=0 hasta A =6, y como la supo- 
sición do A=;0 hace que las dos sean cero, sigúese que en to- 
da esta estension dichas cantidades son positivas, ó que 

A**+h)>fa+h/*p, y<fa+h/'qi 

iocedería lo contrarío si A fuese negativa: luego /(a-|- A) =/a-f- 

4*) F(x-4-h} se ccnvierte en Fz siempre que hagamos á 
-h=z; tomemos las derivculas con relación ya sea á x óyaá 
hi como sabemos que z' = 1 , sucederá lo mismo con F'z {nüm, ' 
^72). JPor consiguiente podremos suponer que Y\X'\'\í) proviene 
it^erenienuntede la variación dex óh enlaespresicnF{X'{'h), 
«^n aun cuando consideramos aquí las derivadas con relación á 
h hallaremos que son las mismas que si las hubiésemos tomado 
'M relocUm á x, y hubiésemos en seguida hecho x= a. 
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un níímcro comprendido entro hf'p y hf*q es decir, que » 
milamos la terie f(a+h) á 8olo el primer términofQ.,nos r 
iará que el error será "^hf'p y <hf'q. 

Concedamos ahora que la serie de Taylor no sea defe( 
sa en los tres primeros términos, es decir que /(a+/i)=:y 
A/"a+i/iy'íi....Sean ;í y 7 los valores menor y mayor qu< 
quiere y "(a-4-A)de8de que hacemos en ella á/i=Oha£taA: 
en toda esta cstensicn tendremos que las cantidades 

f'Xa+h)^f"p y /"<,—J"{a+h] 

serán positivas, asi como sus primitivas 

/•{a+h)—/'a—h/"p y f'a+hf"^—r[a+h) 

porque la suposición de A^O hace que ambas sean nulas. 
to mismo debemos decir de las primitivas de estas últin 
que son 

luego /(a+;i)=./rt+V''a+i/iM 

representando por ./S á un número comprendido entre /*" 
/"9. Limitando la serie de Taylor á los dos primeros lérmx 
tendremos que el error estará comprendido entre los íimiUs ^h- 
y ¿h^f "q. 

En jcneral, si detenemos la serie ác/[a^h) en el té 
no que está precedido de fi^ 9 tendremos que el error que 

resulte estará comprendido entre los productos do ^-^^ . 

f^ 'p y por/ *q, 6 por dos números tales* que el uno sea mi 
que la primera y el otro menor que la segunda de estas < 

tidadcs; p y q son los valores de x^h que hacen kf^ ^(xJ^h 
menor y el mayor valor en toda la estension desde hz=iO\ 
ta que h tiene un valor cualquiera. Pero es preciso para < 
que ninguna de las funciones /x, /'x.../l'*'x no sea infii 
desde que hacemos áx^a hasta scrx:=a-{-A. 

Y supuesto que pjq son los valores intermedios entre i 

a-)-^, tendremos que el error es — : ■ ^ K^'rJ) ^ siendo^" im 
mero elejido convementemcnte é incógnito. Por consiguicnto si< 
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pre que no sea infinita ninguna de las derivadas podemos sen- 
tar exactamente que 

De este modo hallamos una nueva demostración de la se- 
rie de Taylor, y sabemos medir el error que se comete, limi- 
tándole á un termino señalado, 6 hallar una espresion finita 
que sea su valor. 

Por ejemplo y^zá' nos da y^^^ =zk\a' yf^^\^+h) 

s=A: .O "■" ; el menor y el mayor valor corresponden á ^= O, 
y i h igual á cualquiera cantidad. Los límites del error son 

loa productos de por a^ y por u*"^ . Respecto á a , 

estos (Utimos factores son 1 y a . 

En cuanto á log(x-|-^) tendrénK» que loa límites son 

Finalmente y'=^x^ nos da %f<^^ =[mPn]*'"""'*(núm.475); 
por consiguiente el error está entre estos límites 



A [w^'n] p ffi^'-n / , ^,m— n , / r r» ■ia'*/' _i_j;\*'*""'* 



i«2«3*«*«fi 



XC^ ** y (x+ft)*^— '^ ] 6 [mCn]A'*(x4-A/ 



• 



De$arrollo de las funcionet de muchas f^ariables. 

703. Sea z una función de dos variables independientes x 
é y, Jtsr/rjy); y propongámonos cambiar x en x+A é y en 
y-f-A:, y desarrollar en soguidí según las potencias de estos incre- 
■lentofl arbitrarios h y k. Para ejecutarlo, operaremos del 
mismo modo que en el núm. C7?; es decir, que en lugar de ha- 
eer al mismo tiempo estas dos variaciones, introduciremos pri- 
menroente á x-{-A en lugar de r, sin hacer variar á y; con- 
mdiirando á z como función de una sola variable r, y tendré- 

que 

Introduzcamos ahora en este resultado, en lugar de y á y+A: 
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8in hacer variar d x. Y hallaremos que el primer término s 
5c convertirá en 

Representemos asimismo por u, la función de x é ^ rcpro- 

sentada por ■--, sustituyendo en ella ¡/-f-A: á y* y tendremos quo 
dr 

u se convertirá en Ui-f-^lrAr^. — ~-+ Y restituyendo á « su 

dy dy* 2 

valor -_ h hollaremos— /i+-í_ hkmU , , ^ — .... del mismo mo- 
dr d* dxdy ^dxdy> 2 

, d^x M .. , d«r A» , d'r h^k , 

do- — . — se convertirá en .lt-.| I— .-JT-i- y asi en 

dx» « dx* 2^dx»dy 2 ^ "^ 

se^ida. Reuniendo ahora estas diversas partes tendremos que 

dr d'r k^ d*« k^ 

, ilr. , d'x ... d'x k^h , 

+dT^+d;d¡r **+a7d?-"2"+ 

, d'x h^ , d^x ^«A: , 

+"dF" T"*'d:í^-T~'*' 

d^x A» 
"*' dx» * 2.3 "*" 

El ténmno jeneral es-2 í-X -~ ; 

dy^dx'* (2.3....m)(2.3...n) 

£s evidente que hubiéramos podido cambiar primeramente 
y en y-f-A; y en seguida en el resultado x en x4-^- Pero de 
este modo hubiéramos obtenido una serie cuya forma hubiera 
sido diferente de la primera , y que dcbia serle idéntica: 
todas las derivadas relativas á x hubieran precedido á las 
de y. Basta pues para hallarla quo en la espresion de arriba 
cambiemos y en x, y A; en A* y recíprocamente. J^a identidad de 
este nuevo resultado con el precedente, comparando cada término 
con su correspondiente» nos da 



úyáx dxdy áy-áx didy* ' dyd«* "~4x*dy 

en jener&l -, = . 

^e aqaí sacamos que siempre que lujyii que hallar 'las deriwadoi 

sueenvas de una función z con relcuñon á do* variable t, es en* 

4erameníe indiferente el orden en que ejecutemos egta doble ope- 

radon. 

-* . ... *•',„, dar 3r' dz Í^J 

Por eiemplo de *=— hallarcinos quc-r-=: — -- y ^ = — ; 

y dx y» éy y* 

la derivada de la primera con relación á y, así como la do 
!a segunda respecto á x, son ambas iguales ¿ -<- — -* 
Las derivadas del segundo orden son 



4^z _6* ñ^z ^Or^ 
áx* y^ dy* "" y* 



t 



en las cuales — es á un mismo tiempo h, derivada de la 

primera con relación ^y^ J la del segundo ¿rden de — con res* 

dy 

I81:' ú^z 

pecto ¿ X ; es la derivada de con relación á x, y tam- 

*^ y* dy* 

bien la del segundo 6rden de .-- con respecto á y; y así de las 

d* 
demás. 

704. Supuesto que x é y son independientes en la ecuación 
f ==/'(jr,y), podremos tomar las derivadas de ella con relación 
& X sola 6 á y: representemos por p y q ]tía funciones cono- 
cidas do r é y que hallemos para estas derivadas respectivas, 

j— :=pyT-=9» Pero si se hubiese establecido alguna depen- 
dencia entre y y r, tal como ysiípr, no podríamos en este 
caso tomar separadas estas dircrcncias parciales, porque la va- 
msÍPn de X moti varia la de y. Para abrazar estos dos 90^09 



én úiío Bolo, se acoBtnmbra suponer que existe la relacíotf 
^=(l)r, y la derivada se pone bajo la forma dzzrpdr-f-^dy 
(núin. 604); pero como esta función p queda arbitraria, es prc- 
ciso que tengamos cuidado con esto, en los usos 4 que reaer-. 
vamoii esta ecuación. Si la cuestión exijo que exista la depen- 
dencia yz=<Px sacaremos de «Ha, que dy=¡:j^'dx, y sustituyendo 
tendremos que dir = 'j5-f-(yy')dr. Si no exiü>te tal dependencia, 
Veríamos que la ecuación diferencial se descompon dria por sí 
misma en otras dos; porque áz representará la diferencial de m 

tomada relativamente ú x é y juntas, 6 -5dx = --dy; y como la 

áx dy 

ecuación subsiste sel cual fuere (¡), ó su derivada y\ tendremos que 

-Z + -Í y =Í?+9y' y de aquí sacaremos quo íí =;;>,y «?=:^r 
d-c dy dx úy 

la ospiesion r=: "JL nos da üz:=^rz2iy^l±Jl^^^^ 

yl(x^-\-y^) (x»+y«)í 

euya ecuación so divide en otras dos 

di nry dr fir^ 

di " p^Í7)i ^ Ty" {^'+y\i 
k. espresion xscarcí tani=: il^ nos da dg=: - ^ . "7^ ^ 

- y ^ dt f/ dr -^r 

y de oqui sacaremos que — =—--:—--- y -- = -*- -. 

Sea en jeneral w=rO, una ecuación etitre las tres va- 
riables ar, y y z: si ademas tenemos otra relación tal coma 
k = F[xyy) entre ellas mismas, no deberemos considerar en la ecua- 
ción propueüta sino una Éiola variable independiente, y así tendré* 
toos (núm. 673 . 

íl'dx+^-dy+Í"dz=:0 (t) 

dx ^dy ''^dr ^ ' 

y de aquí sacaremos quc(^+p^'^áx+ ("-+(? íl'^dys O 

\(lv áz/ \áy d*/ 

porque zs=iF\x,¡/) nos da dx=/?dx+ídy. Fácilmente hallaré. 
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nos el valor de ^f , qae es la derivada que hubiéz^MDOB obteni- 

di: 

do elimmando á « en la ecuación iizrO. 

Pero sino exiistiese uioguna otra relación mas que la de u=0, 
podríamos suponer que había otra, con tal que esta fuese arbitra- 
ría; de modo que la ecuación propuesta se divida ea otras dos, 
4QQ motivo de tener y* un valor cualquiera^ 

_+p__0 y _ + ?--« 

«n las cuáles p y 9 son las derivadas ó diferenciales parcialeí 
^ z relativas á x é y. Esto es, efectivamente, lo que nos hu- 
biera dado la ecuación u=zO, si hubiésemos considerado en 
ella i. X é y sucesivu mente como constantes, según lo hicimos 
en el n(ím. 6^4; por consiguiente la ecuación (1) es la deri- 
vada de ii=rO, ya sea que iiaya ó blo otra dependencia entre 
hs variables x, y y z. 

Es inútil que insistamos mss sobre este asunto, respecto á las 
4ehvadus de Io¿ órdenes superiores, siendo evidente que podremos 
diferenciar cada ecuación de primer ujrden, ya sea con respecto 
4 ff, ó ya con relación á y, lo cual nos dará tres del segundo 
6rden ; y a^í de k>s domas ordenes. 

Podremos hallar fácilmente el desarrollo de las funciones 

de 3, 4 , variables según las potencias de sus incrementos 

porque no habrá mas que repetir las mismas operaciones coa 
cada variable separadamente. 

705. Hemos dicho que la dirlvada de una ecuación entre dos 
yaiiables puede servir paja la eliminación de una constante. 
Pero en el caso de ser tres las variables , se nos presenta 
alguna otra cosa mas estensa: este es el jcrmen del cálculo de laa 
diferencias parciales, tan célebre por sus aplicaciones á la Me- 
e&n'ica, á i a Astronomía 6¿c. 

8ea z "^s^ft^ representando por t una función conocida de do« 
variables tznF\^x^y). Las derivadas relativas á x ó y tomadas sci 
paradamente son (nilm. 671). 
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k función /'¿ce la misma en una y otra ecuación y las deriv»* 

das^, y íi, se suponen conocidas en x é y. Dividiéndolas una 
úx dy 

por otra, tendremos que f'l desaparecerá y hallaremos que p 

^1=1:9^., cuya relación espresa que z es una función de í, 
dy dx' 

g'=fiy sea cual fuere ía forma de Ja función /. 
Por ejemplo, ar=r/(a;2-|^y«) nos da 

p=/'(x2+y2)x2x y 9=/V+y»)X2yf 

y de aquí sacamos que 

Ahoara bien, de cualquiera modo que entre x«+y' «• 
fcl valor de « tendremos que esta última ecuación permanece- 
rá la misma; y se acomodará á las cspresiones «^log(x«+y*)» 

;tss\/(j3+yg),;t=!i ^ ."^V ., &,c. De donde se sigue que 

sen^x^-fy-J 

cualquiera función de a:3-^-y3 debe ser un caso particular de la 
ecuación de las di/erencialtM parciales pq— qxrrO. 

Asimismo y-^/í«=/^x—a«), cuando la diferenciemos sepa- 
radamente, en primer lugar con respecto á £ y or, y eu seguida 
con relación á ^ é y nos dará 

—hiy:=z[\^ap)yj\ y (I— 69) = — a^X/*. 

Y eliminando á y tendremos que ap'^'hq-^zX que será la 
ecuación de las diferenciales parciales de la propuesta, sea cual 
fuere la forma que tenga la función /. 

Tratando del mismo modo á la ecuación \ZL. ="/( ÍH? Y- 
, „ . 5— c ^« — c/ 

ñauaremos , x . / .x 

*— c=:;>(x— a)+7(y— 6). 

En lo sucesivo se nos presentarán varias ocasiones de conocer 
la importancia de esta teoría: por ahora nos limitaremos á decir» 
que las tres ecuaciones del cegundo orden puedon servir para 
elimiaar á dos funciones arbitraria», &c. 
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11. APLICACIONES DEL CALCULO DIFERENCIAL, 



Desarrollo en serie» de las funciones de una sola variable, 

706. Hagamos á a:=0 en la serie de Taylor (núm. 659), 

y representemos por/,/'/" ^^s valores consUntes que en 

virtud de esta suposición adquieren/r,/'x, /"x...y tendremos que 

fk=/+hf^+hhT'+ihY'"+ 

Es cierto que esta fórmula no tiene lugar sino cuando la 
suposición de x^=0, no hace infinita á ninguna do la¿ canti- 
dades /r,/ 'a: Cambiando en la espresion de arriba á hexiJ^» 

cabemos que /,/',/"... .son independientes de h, y hallaremos 
4que 






Esta es la formula descubierta por Maclaurin, la cual sirve 
para desarrollar en series á cualquiera función de r, según las 
potencias enteras y positivas de la misma x, siempre que sea 
«UBceptible de este desarrollo. 

Por ejemplo, y=(a4-r)^nosdá 

y de aquí sacaremos que 

/=a"*,/'=ma^ — \/" = m(m— Ija*^— ^.... 

cuyas cantidades substituidas en la formula de Maclaurin, repro- 
ducen la serie de Newton (núm. G75,IV) 

De la espresion y = sen jr, sacaremos y'= eos x, y"=: —sen r, 
y"*=:i— eos* y haciendo á *=0 tendremos los valores 0,1,0 
y...» I, que serán los valores alternativos de /,/*', /"....hasta el 
infinito. Sustituyéndolos en la furmula de arriba hallaremos la se- 
rie O de senx (núm. 587) 

Podremos con mucha facilidad aplicar los mismos cálculos 
á cosr, á a ¿ log[l+a:)....y en jencral, á cualquiera función de 
se* Si elejiroos á y=^arc(tanj = x), volveremos á hallar 1a serie 
A" (naBi.591). (Véase el núm. 800) 
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707, Si una de las funciones A/', /"....fuese infinita, no 
podríamos servirnos de la formula de Maclaurin , porquo 
]a función propuesta no procedería entonces según las po- 
tencias enteras y positivas de la variable. En este caso, es pre- 
ciso 6 someterla al procedimiento del ndm. 69C, ó mas bien efec- 
tuar en ella una transformación que la haga acomodable á es- 
te cálculo; se consigue jeneralmente esto, por medio de la su^ 
posición de y=x z determinando la constante A*, de modo que 
la suposición dex=Ono hnga infinita á ninguna do las fun- 
ciones », s\ «"•■.. 

Por ejemplo, la serie de cot x no puedo proceder según las poten- 
cias positivas de x, porque col O = oo . Hagamos á y=r — =r col x , 

. , . T C08 X . , , 

y de aquí sacaremos que zz=z -, y con motivo de las íurma- 

las O y II del número 587 tendremos que 

, =iniIl±ii£!z::L^ 

^e cuya función hallaremos fácilmente las derívadas sucesivas, 
las cuales no serán infinitas aim cuando hagamos en ollas á j^ 
nula. Y tendremos que/=l, /'zrO, r' = — 1,/'"=:0....; j 
•egun ésto será 

^ ar« T* 



'•«•• 



..•* 



g — 1 X ar' gjT» x'' 

^-6C0tr — X 3 ^,^ ¡jj^-;j- 3,,5»y 

Sinembargo de esto, el método que presentamos tiene el incen.* 
veniente de no darnos á conocer la leí de ia serie, aun cuaii« 
do dicha serie está patente. 

Muí en breve enseñaremos los medios de emplear el Cálcu- 
lo diferencial al desarrollo de y en una fracción continua 
que sea función dp x (yéase el n(in). 835), También hallaremos 
¿ y bajo la forma de serie^ siguiendo el método prescrito ea 
U pola del ndm. 5G3. 

708. Se puede también aplicar el teorema de Maclauria 
4 l(is ecuaciones de do« variables. Abí es que si se nos da 1^ 



^? 



...>^'- 



icuacion ««'— -xími^v ^al^aréroos los valores de a\ *"..-(nüm« 
t^i) haremos en elU^^ ¿ 2 = 0, y tendremos 

1 ... ^ .... — í 



•^=''-^-sr/-^"=°'-^"-iíw 



•••• 



r r ' 



y según estos valores será 

Asimismo, podremos desarrollar según las potencias dei9ceDden« 
tes de X. Para efectuarlo introduciremos áí en lugar de x; 
y después de haber obtenido la serie según los esponentes cre- 
cientes de í, introduciremos á r en lugar d*^ í, y de este modo 
halj&rénios la serie que se nos pide. Por ejemplo, respecto á la 

serie my' — «'y-^mxí=: O, haremos ix^=zt ; y según esto 
tendremos que tny'<-— y;=m, de cuya ecuación h^Uarémoci las de« 
tivadas y\ y".. ..relativas á ¿, y en seguida haremos en todas ellas 
4 ¿ = 0; finalmente sustituiremos á/, /', /"....estos resultados 
€n la serie de MacJaurin, en la que t ocupa el lugar de x. Ebte 
cálculo nos dará, restituyendo á x^ cu lugar de /, 



709. Se nos propone ahora desarrollar á t/ r=:/y según las 
potencias de x, sabiendo que y está relacionada con x por medio 
de la ecuación 

y=za+i.<^y (1) 

las funciones/y y (py se nos dan conocidas. Observemos que si 
por medio déla ecuación (1) eliminamos á y, tendremos que u 
Bo contendrá mas que á x, y podremos aplicarle entonces la for- 
mula de Maclaurin. £n cuyo caso determinaremos á ti, ú* u"....; 
y en seguida á /, /', /"...haciendo áxznO. Pero el cálculo 
diferencial ihmi enseña á hallar las derivadas ti', t«"....sin ncct- 
^dad de recurrir á la eliminación. Con efecto , las derivadas 
(núm. 671) relativas á x de la ecuación (1) son 

las de ii==/yson 

tizsLyTy, «"=jr'/'3^+y*y"y, &c. 
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y haciendo á r=:0 tendremos que y, y', y*.... se convertirán en 

de modo que sustituyendo estos valores en u, u\ fi*\... tendremos 

Estoi son los valores de/,/',/"....; y según ellos hallaremos (♦) 

2 3 

/y==/a4.x(l)a/'a+Y(í>*«/'«y+~(<P'«/'«r+---- 
Las espresiones /a, y (pa representan los cantidades en que 



(*) Aun ruando, por este método, podemos hallar tantos tér- 
minos de esta serie cuantos se quieran, sin embarga no se manijies- 
ta su lei. Y por coasiffuienle daremos (a demostración de M. La* 
place [Mecánica celeste tomo /, pnj, 172). 

Consideremos en la ecuacitm (1) a x y a como variables, y de- 
ierminemos las deriwulas relativas á cada una de ellas {níim, 704). 
Continuaremos representandu por y\ u\ u"..../a« derivadas relati'- 
vasa X. Y nos resultará 

g=l+x(py.g: y'=({.y+xy(p'y=(py.g. 

eliminando á (p'y. Tratemos del mismo modo á la ecuación ^í^lÍji 
y tendremos 

du dy dy dn 

y ^f 't.t , u' =y'f 'y dedonde sacaremos que u'~=: y':;-, 
rfa ^ dsL ^ ^ ^ da. ^ díK 

introduciendo ahora en lugar de y* el valor de arriba serÁ, 

du . dy 

(2).,..u»=(Py- = (I)y.ry.¿¿. 

L<u derivadas f'y, y' y u' son rclaJtivas áx. Y como u* es el 

dv 
producto de -j- por una función de y, podremos suponer que el valor 

(2) de u* es también la derivada relativa á ñde una /unción z d^ 
y, tal como z=iFy,de modo que 

u :=-;-; y ac aquí sacaremos que u" = - — - ^ — ; 

z* esen eséa espresion la derivada de Fy, relativa á x. Yaú comm 
las ecuaciones 

(W)....u=fy e y=a+xQy no# dan la ecuación («), omiMK 



Cálculo DtFSftiirciAt; &7 

se e«ivierten las foncionefl dadas fy^ y 9y cuando hacemos en 
ellas áyso; 9'd representa el cuadrado de ^a, /'a eslade« 
jÍTada de/a relativa á a\\J^*af^tíf es la derivada delafiíndoa 

^*a/*a.... 

Véase una aplicación de esta ecuación en la Mecánica ce* 
leste tomo I, pajina 177. 

Si se nos pide el valor desarrollado deif=y • suponien- 
do que yssa-t-J^- Comparando esta ecuación con la (1), ten« 
dremosque 

/a5=:o"*,/»a=«a*— ^ , (fussa'* , <>fl/'«=ma**+**""\ 

mo ipaMMdadzssFy tnhigaT ¿« ta primara taueiimt hcMari- 
mot qut (2) Mconmerlet» 

el acento mdica una derivada relaUwa á a. 

JKtrmnot aelmiimo 6 (f^j. acornó n/uen la derivada Té* 

</a 

Misa 6 ü de una /unción t=z ^jf á eaber 



^ ^ áa di "^da** i<a».dx""da» 

j»er« ti eamMomof en la regla (A) a u=: ff en t= 4* 7» verémoe 
9tte /a ecuación (2) ee comrierie en 

oa da ^ oa^ 

Jlnsiwmo tendrémoe ^ue u'^'s^^Y^V"^- 



neifif?re loe derivadae relaüeaM á a* Haciendo á z=:0, 
hatlarémoe que 

y=a,u=r&,Í2=:ra, 
da 

y Anolsienfe obtendrénot para u% u"'....MlDrie cuyo M not e» 
flicU conocen de lof cuaiee ssear^mot por 4Mno la eerio dei 
Xkúm» 709. 

8 



t 
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y i8¡ hallarénic» quo 



Del mitRDO modo obtendríamos el valor de y , tn caso de 

que en )u|par de la ecuación ( I ) tuviésemos laa-t-'0y+9^!' =^0; 
en cuyo caso bastaria hacer en esta ecuación á 

710. Haciendo en la espreskm anteríot i. xrstyhalkrétnde 
ol desarrollo áe fy, cuando y=:a-f-(l)y, 

Be aquí sacaremos la potencia n de la menor raizy delaecua* 
eion y:=a-4- 9y> haciendo ifyr^y yfa^a yf'a^=na ; es decir 

loe acentos indican las derivadas relativas ¿ a; no introduci- 
remos en lugar de a sú valor numérico, sino después de eñk^tuar 
los cálculos. (Véase la resolución numérica nota XI). , 

Por ejemplo la ecuación yy''-*Py-t*A=® se convierte en 
y;=:a-f-(py con hacer a 

y tomando las derivadas convenientes, hallaremos pot ultimo que 

'"=(?)i:'+"(^)+»"4-Xry 

+""4-*=í-'(jí)'--] 

cuyo término jeneral es (-|) . ^ xi(2i+»-i )qi— i )]X (|~) . 
Para hallar la potencia n de la mayor raiz y, sería precko ean^ 
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biar Lyeñ y ,es decir reemplazar, en el resolta do« ¿ a por 
y, á y por a y finalmente áy^por y ^. 

711. Cuando queramo:) hallar la primera potencia de y, sien- 
do la ecuación y^a-f-^y» haremos» en la espresion de arriba, 
4 n^ly y tendremos que 

y=a+q)y=a+ (í»«+*(»«ay+*(<P'<»r+".. 
Esta serie se aplica principalmente al imétodo inverMO dé $6r%e9^ 
<A cual consiste en sacar el valor de y de la ecuación a"t*p7 
+yy '+..•. 5=0, cuya espresion la reduciremos á lá íbrma 
Jf^«+^'y, con hacer i 

j Bes resultará por líiltimo que 

an^_« eVj.«^*^_a«€ «a,*>.« . 6«Ay5 ^5»^* 

■ ft p* ít* p' &• u' ,, T^ 

iSo6re la ruolucion de las EcuacUmtt^ 
71S. Demostremos de nuevo algunos taoremaa.d^laa eipiia- 



I. Sea y una función de ar, que pu^a d^soompcmeria en los 

ASA ^[g 

üietores ('—«o} ('fi^fr) .... de. mo4p que .tengi^os que 

IM eooteaiemb P sino fitctores de primer grado desiguales en- 
tre sí; tomando ahora los logaritmos de los dos miembros y 
sus derivadas, hallaremos que 

y'ssí»— üj'^^'^ír— 5)*^^...[mP(x— 6)..+nJP(*— (l)..Ac.]. 
y así k¡ función propuesta de ar, tiene con su derivada, el máxi- 

no común divisor (x-*a)^ («— &) esto reproduce el 

teorema de las raices iguales (núm. 524, S. ^]. 
n. La derivada de 1. (eos x±8en x V — 1 , es (núm. 679) 

~seng±co6W— l^^y^ fppresion st reduce 6±V— í- 
p^8cn*.V-^l 



1 

• 
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Per* como V— *1 «s también la derivada de «s/— l-|*.df , 
ñendo A una constante arbitraría (núm. 768): aíguese que 

l.{cosx+8en W — 1)=+*\/— 1 +^. 

Y como eata ecuación debe verificarse sea cual fuere x^ 
haremos á x=0, y según esto hallaremos que «4=0. Y de 
aquí concluimos el teorema (I núm. 1590) del cual nos será 
fácil sacar las fórmulas IT, Ir y JIf (núm. 590), y en seguida 
los factores de «"* ^a^ del núm. 543, 

III. Descomponiendo la ecuación X +p* +.... -{.iassO 
en sus factores simples (« — o)(x— 6)(x— c)....tcndrémos que 
los logaritmos de estas dos funciones de x serán idénticos; y será 

!(«** +px"*"^+....)=sl(x— a)+l(x— 6)+.... 

y sacando las derívadas de uno y otro miembro, volveremos á 
hallar la ecuación del número 553 y en seguida el teorema de 
Newton relativo á la suma de las potencias de las raices, las 
cuales forman una serie recurrente cuya escala de relación es 
— ««p, — — 7.. . . , — > tf • 

IV. Representando por Fx una función racional y entera de x 
flupongamos que sea k la parte aproximada de una de lae raices 
de la ecuación Fx=0, é y la corrección que debe sufrir; seguB 
esto tendremos que x szk^y, y 

JFtifc+y)=í^+yFA:+iy«F'»jfc+....=0. 

Si despreciamos á y', y'....por ser y una cantidad mni pe- 

Fk 
qnefia, hallaremos que yz:^.---, cuyo resultado está conR>r- 

me con el método de Newton núm. 526. 

Si no despreciásemos ningún término, podríamos hallar el va* 
lor y de esta ecuación , por medio de la serie del núm. 711, 
haciendo en ella á tizizFkf = Pit....y suponiendo para abreviar 

que xs= 'B;rtr* ^^^ ^ ^^ primera corrección tomada con signo con* 

trarío, y tendremos que 

„ , *« F'*k, X» 

2 ÍT^2.3 
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Por consiguiente la raiz que buscamos, óA;-f-y, es 

Aaí es quede la ecuación x'^i— 2jr=5, sacamos l;=:2,l 
que es uno de los valores aproximados de una de sus raices 
núm. 596; pero como J%=:A:>— 2A:— 6 = 0, 061 i^Ar^SifcS— 2 
= 11,23, F"i;=6i;=12,6; tendremos que 

_ _£* _ 61 F"k __ 1260 
*"" i^^ib ~"ll230''í^k*""m3*' 

y «ss2,l --0,00543188— -0,00001655 =2,09456157. 

Sobrt los vahret de — ^ OX 00 ,dLC. 

713. Hemos dicho nám. 501,2. ^ que siempre que la suposición 
de ar:=a cambie á una fímcciondada en — , tendremos que x^^a 

es (actor común de sus dos términos, y que en tal caso es preci- 
so despojar á la fracción de este factor, cuyo factor puede ha- 
llarse en ambos términos elevado & diferentes potencias. £1 cál- 
culo diferencial nos da un método fácil de conseguir nuestro obje- 
to y hallar el valor de esta fracción, en caso de ser «=a, ciiye 
vahr et ftu¿o, Jinito 6 infinito. Cambiemos á x en x-^hy ten- 
dremos que la fracción propuesta 

I se convertirá en ^±ÍÍ^±4^Í^Í± (A) 

bagamos en seguida á «=ra; y tendremos que P y Q serán na. 
las; dividiremos en seguida los dos términos de la fracción que 
queda, por h y hallaremos que 

P'+^hP*'+ _ P' 

si hacemos á k-szO; las dos suposiciones de ser x^áy h'stsO 
vienen á reducirse á la de haber cambiado ar en a. Y asi e« 
que cnando en la fracción propuesta se hace á jpss^s tendiénm 
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que — = --. Si efectuado esto sucediese aun, que P' 6 Q' fuesen 
Q Q: 

iguales á cero, la fracción propuesta sería nula ó iíifínita; y si 

P' y Q' desapareciesen de los desarrollos (A), seria preciso di- 

vidirlos por hh"* y haciendo en seguida á h:=zO tendríamos que 

P P" 

cuando *=íi, -_=--; y arf en seguida. 

Luego; para hallar el valor de wia fracción que ee con- 
vierte en — , cuando hacemos en ella á x = a, di/erenciarémoe 

el numerador y denominador un mismo numero de veces , hasta 
tanto que alguno de éstos sea cero cuando sustituyamos a á x. 

No debemos recelar que todas las derivadas P\ Q\ P", Q" 

sean nulas, porque si pudiese suceder esto, en cualquiera valor 
que diésemos á A, tendríamos que / (a4-'^)=0 lo cual es im- 
posible. 

714. Ved aquí algunos ejemplos de esta teoría, 

I. IjQ suma de loe n primeros términos de la progresión.... 

:rl:***- :«^... eF (núm. 144];8Íene8U íhiccion hace- 

ar— 1 

mosá :r:=l se convertirá en — ; hallando lat derivadas de ina do« 

O 

términos que son nj y 1> y haciendo en ellaa á «:=!, 

nos resultará que la suma que buscamos es u, lo cual es 
«vidente en sí mismo. 

, 11. Sea -r-y- -jr — , .a « C"J* cspresion se convierte en 



cuando jr=c: las derivadas del primer orden nos dan 



ax'^ae 
6r— 6c 



que también ca — haciendo la misma supoeicion; p«r consiguiente, 

ee preciso que procedamos & hallar la otra derivada, que nos da ^ 

o 

Hemos necesitado de dos operacionet sucesivas perqué (s— c]> 
era llietor comim. 
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in. Asi mismo 5 — ax ■— o J«f»fl^ ^^^ ^^ ___ ^^^^^q «=a: 

X*— -a' O 

lai derivadas de los dos^ térniinos son 3x'-*3ax— a<, y 2x; la 
primera es cero cuando 4r=a; luego el valor que buscamos es cero: 
esto proviene de que el factor del numerador es (i- ..»)<, y el de| 
denominador (t-— a). Si trastornamos los términos de la misma 
fracción hallaremos que su valor es infinito, sirviéndonos {lara com- 
probarlo de un raciocinio semejante al anterior. Esto mismo sucedo 
cuando hacemos »=» en la fracción 

ar jX Q 
rV. La suposición de x=0 hace á — •= — ; sus de- 

rivadas son 



=la-16=l(^). 

V. Respecto áy= It!!?" 5 +??!£., en caso de ser el ar- 

senr-f-cosx— i 

eo X el cuadrante, tendremos 

.,,^— coflx— sen.x - 

y—.- := !• 

coBJp— senx 

VI. Cuando x=a, la espresion ^^"^^^^-^^^r-allia^A ^ 

a_V(ox3j 

convierte en — > las derivadas de sus dos términos nos dan 

O 

g»— gr» g« 3a — , t6ff 

V(2a'x— x^J 3V(«^) 4V(a'x) ^ ' 

VII. Del mismo modo veremos que x = 1 nos da ^ eíl lai 
ospresiones 

1 — Vi-' — ' J 1— i-f-U 

Tt5* El método que acabaalos de p^oner, dejar& de ser 
•plícahle, siempre que el teorerna de "Taylor $éa defechuuo en 
el drrfm de h$ (ér^imo* qm débam<^ contsrMrr;' esto 16 conoce- 
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remos .fácilmente, porque en tal caso, tendremos que al^na do 
las derivadas que hallemos será infinita. En cuyo caso es pre* 
ciso cambiar ¿ r en a-f-^ tanto en P como en Q, y efectuar 
los desarrollos (ndm, 698), limitándonos al primer término de 

«ada uno. Y tendrómos que-r- = '^"" -' en cuya espresion 

«I y IB son fraccionarios 6 negativos. Dividiremos en seguida los 
dos términos por la menor'potencia de A y practicado que sea esto 

A 

haremos á^^O. Siiii=:n tendremos el valor finito _; la es* 

B 

presión propuesta es nula 6 infinita, segua sea m^ó^».- 

I. Sea Íf-TT^ : la suposición de x=a nos da-.^yesinú- 
til recurrir á las derivadas de loe dos términos, por ser estas 
derivadss infinitas (ndm. 699, 2. o). Haciendo & ssa-f-^, ha* 
Haremos quo cuando A=:0 la espresion propuesta será 

TT V*— \/a+0»— a) . ^ O . 

II. ^ 'T-^\ ¿^ ge convierte en — cuando «=«, 

V(*'— o«) ® 

hagamos á xsz:a-f>A; y tendremos que 

desarrollando la espresion propuesta por la f5rmula del binomio 

dividiendo el numerador y denominador por A', y haciendo en 
seguida á A=:0. 

III. Si hacemos á x'sz,c en la espresion 

(aP— c)n/(x— 6)4,V(g— 6) . ^en¿,¿mog q^Q introducir á c+* 
V«c— V(«+c)+V(»— c) 

en lugar de « y podremos hacer uso de la formula de Taylor para 
conocer los términos que nos resulten de las espresionet (««-»c) 
V(9— *(} 7 V(«+^)> porque respecto á ellos dicha aranda no •• 
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defectuosa (num. 699); y tendremos -- — ■ *^. '^"" . ¿|. 

V^i— i4(2c) "'+ 

vidiondo en seguida por yh y haciendo luego á ^^=0, halla- 
remos que I es el valor que buscamos. 

en a-f-A y 'desarrollar; dividiendo en seguida numerador y deno» 
minador por h y haciendo á A=:0, tendremos que ^ será el 
vulor do la fracción propuesta, cuando hagamos en ella á 

716. Cuando la suposición de x = adé aun producto PxQ 
]a forma de Ox 00 « se iutroducirá en lugar de Q • un valor 

— , de tal naturaleza que R sea nula cuando hagamos 
R 

en ella k x=za ; en cuyo caso tendremos que Is- fracción 

se convierte en — . Por ejemplo y=:(l — x) lanj (íttx) 

R " 

es una espresion quo se halla en el caso de qne trata- 
mos cuando hacemos en ella ¿ x = l ; y como sabemos que 

1 1 — r 2 

tanj = , tendremos quo y= 7-, -= — ; tratando á esta 

"* cüt cot(áir-c) it 

fracción según las reglas prcscriptas. 

Cuando ~- so convierto eu •^, tanto P como Q tienen 

la forma de — , siendo R de tal naturaleza que se convierte en 
cero cuando hacemos en ella á ar=a; y según esto la espro- 
sion propuesta está comprendida en el caso de — . 

Sea por eiemnlo P=:tanj ( ^LL ) , y 0=^ — í -: la 

Vüa/ tt(x« — a») 

fracción --- se convierte en ^ ¿icmpre que sea x^^a; pero 
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£cha cspereeioD se cambia en 

— = — i í — , y de aquí ==— — 

Q x^cot/^2L^jf\ — á-Tra ir. 

Finalmente, ei hallásemos 00 — CO cuando x=a, 
trandformaríamos la espresion en -^-^ — « siendo P y Q 

6 ^ ^ nulas , cuja fracción se halla incluida en lo quo 

acabamos de decir. Así es que xtanj x— inaccx se convierte» 
en caso de ser scuj=üO®,en 

í?S!?í:nÍ2L = ._, de cuya espresion sacamos que 

COo X V 

apco8r-t- señar - 

-— seux 

De los Máximos y Mnimos. 

717. Siempre que en una función y^^fx demos -á x dife- 
rentes valores sucesivos, podrá mui bien suceder que dictja función 
vaya creciendo y que en seg^uida disminuya; en este caso se da el 
nombre de máximo al estado ^e la función que separa los incre- 
mentos de las -disminucioucs ; y si /x disminuye primeramente 
)Hi^a crecer después , se llama mtrdmo al valor de la función 
que separa estos dos estados. Por conÁguiente, decimoa de una 
función fx que ha llegado á ser máxima ó mínima por la sujwsi" 
€Íon de x=a, siempre que en el primer caso sea mayor ^ y en 
el segundo menor , que los valores que dicha función adqtdriria 
inlroíluLÍcndo en lugar de x dos números uno inmedialamcnte'^fíj y 
9lro inmr4iatamente <u. 

Si, por ejemplo, la ecuación y^=fx está representada por 
una curba C'AVV^V.... (fi^. S) tendremos que las ordedadas m- 
mcdiatametitc próximas á las máximas CB y GF son menorea 
que éstas; lo contrario sucede con la ordenada mínima IR. Vo- 
inos también que una misma función fx puede ten^ muchot 
mixim^ y ímnitnos dcsij^ualee entre sí, 
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V así para conocer si fa es iin máximo 6 un námmoy e» 
preciso que /![«+*) y /[a— A) sean ambas < /a 6 arabas >*y2i, 
por mas pequeña que supongamos á h, Pero como saberaos quo 

Y como a()cmas, podremos hacer en este desarrollo á h tan- 
pcqiieña que el término hf'a sea mayor que la suma de todos los 
que le siguen (ndm. 701) de modo que el signo de hf'a sea 
el que aféete á tuda la serie contada desde este término; ten- 
dremos según esto que f[(t^h) ^r/wt* ah; y como y*a no pue- 
de hallarse comprendida entre estos dos valores, sigúese quo 
no puede ser ni máximo ni mínimo: y así es preciso quey'a=0. 
Para hallar los únicos valores de or, que pueden hacer á Jx 
un. mdximo 6 un mínimo^ es indispensable resolver la equacion 

En cuyo caso los desarrollos son 

Si /"a es positiva, vemos que y(a^A)=/rt+aA« ; de 
donde se sigue que hai un mínimo ; será un máximo siempre 
qoc f"a sea nega*iva. 

Pero siy'*a=:0, el desarrollo seria el siguiente 

y recaeríamos en un desarrollo Fcmejante al del primor caso, 
resultando de aquí que no puede haber máximo ni mínimo sino 
cuando /'"<»= O; si fuese. /'"a =0, tendríamos que /""a seria 
negativa para el prmiero de estos estados y positiva para el 
segundo; y así en seguida. 

Después He haber hallado las raices de la ecuación Ta :=: O, sus» 
Utuirémífs cada una de estas raices en f*'a, T^'x,... hasta ¡aprime^ 
ra de.^ ada que ng sea nula: la raiz corresponderá á un máxi- 
mo ú á un mínimo , según sea esta derivada negativa 6 posi" 
ftca , con tai que sea de Orden par; porque sin este requisito^ 
•o dará ni uno ni otro. 

718. Presentemos ahora algunos ejemplos^ 
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L Respecto d y=:Vc2pr), tendremos que y'= !- — ; 

y no pudicndo hacerse nula esta cantidad, í^í^ucse que la fun- 
ción ^{'2px) no es susceptible de máximo ni de mínimo^ 

II. y = 6 — (r— a)' nos da y'=: — 2{ a— -a '. = O ; de aquí 
eacamos que r = fl, y" = — 2; y así r:zzo nos da el márimo 
y =2>, pues Vv.'mo3 que y" es negativa; esto es por si mismo evidente» 
y=&4~(^~~~'0^ ^^^^ ^°- P^^ ^^ contrario un mínimo. 

En jeneral y' =:S(a:— a)** da r =a, y"=[X'(x— a)4.fiX| 

(jc — o), y"' = ¿¿c. nos será fncil ver que x=a da un 

máximo 6 un mínimo, según haga eeta suposición que X sea 
negativa ó positiva, con tal que n sea impar* 

III. -Sea y=: — —^ - de esta espresion sacaremos (n(lm. 6^6 
7 665) que 

y':=0 nos da x=^l; pero en CFte caso yrs-Hj^i é y"rT: ¡p^, 
luego 1;:= I correspondo al mártmo i: y r:= — l al rr.tntmo—^; 
6 mas bien al máximo negativo, supuesto que hemos conve- 
nido en mirar las cantidades como mas pcqueüas cuando 
están mas avanzadas al infínito negativo. 

IV. Respecto á y2— 2mjy4-a:2=ra2, hallaremos (núm. 6 S^ 
y 665).tiue 

^, mV'^^T ,, 2mv'— »/'2 — 1 
y^'mx y— fiMC 

y'=0 nos da myzzzi; eliminando ahora á c é y por me^o 

de la ecuación propuesta, hallarómoe que 



por consiguiente tenemos un vtárimo y un tnínimo, 
V, Afciroismo x^ — 3(uy+y^=i0 nos da 



y-* — ÍLC y— -íLC 



"A''^> 
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venos que x=:0 corresponde al mínimo yszO , y «=aV^ 

al ffMÚrimoy=aV4 (F^om nCun. 737, III). 

VI. Descomponer un número a en dos partes tales, que el 
producto de la potencia m de la una, por la potencia n de la 
otra, sea el mayor poeible. Si llamamos x á una de estas par*- 
tcF, será preciso hagamos que sea un máximo la cspreeion 

m . M • 

y=4P (a — x) ; 

de aquí sacaremos que 

y" zs:x^^^ (o— x)'*^^[(m +n— 1 )(m+ n)*»— &.] 

la suposición de y* =£ O nos da ar=0, x=:a y *= — — ; esta 
última raiz es la que conviene al máximo que es 

n** ( — - — ) ^'T^f 1^3 otras dos corresponderán á mtnimos 

siempre que m y n sean pares. 

Para descomponer el numero a en dos partes cuyo pro- 
ducto sea el mayor posible, será preciso tomar la mitad de di- 
cho n(tfDero (núm. 97, 3. ® ) 

Vil. Hallar un número x cuya raiz del grado x sea uu 
máxinu). Tenemos (núm. 680) que 

•«a 

por consiguiente el número que buscamos es la base de loa 

logaritmos neperiano¿, ó a- = e =2,7 II) ¿8 

VIII. Cuál es entre todas las fracciones la que excede á sa 
potencia m en «1 mayor número posible? Sea x esta fracción; 

tendremos que y=x— x, 

y*=s 1— mx = O y detquí sacaremos que «í= V — ■ 
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IX. Se TÍOS pide determinar de todas las cuerdas suplementarias 
de una elipse, cuales son las que forman el mayor ángulo. Repre- 
sentando por a y b los semiejes, y por a la tanjente del ángulo 
que una de estas cuerdas forma con el eje de las r, sabemos 
ya (núm. 409) que el ángulo de estas cuerdas tiene por tanjente ¿ 

■^ ^ ' 1 ; esta es la cantidad quo tratamos de hacer que 

8éa un máximo por medio de un valor conveniente de a> 6 
nías bien (despreciando el divisor constante «• — b^) queremos que 

7 9 h^ 

y =:a* a + —sea el máximo^ do aquí sacamos que y'=: a? — — :=0, 
a aa 

ftr=^ — Incgo las cuerdas de que tratamos están dirijidas á uno 
a 

de los estremos del eje menor: las paralelas á éstas, tiradas por 
el centro, son los diúmotros conjugados que forman el mayor án- 
gulo posible; estos diámetros son iguales. {í'msc núm. 43'¿). 

X. Hallar entre todos los triángulos construidos so- 
bre la misma base a é ¡soperímdros^ es decir del mismo con- 
torno 2;>, cual es el que encierra mayor área. Tenemos que 
(níím. 313, líl) 

representando el arca por y, y uno de los lados desconocidos 

por t: porque el tercer lado será en este caso 2p a — r. 

Para hacer que y^ sea un máximo tomemos los logaritmos j 
la derivada de la esprcsion propuesta y tendremos 

1 ; - = y de aquí 2j;=2p — a 

en cuya esprcsion vemos que el triángulo que buscamos es 
Móceles. 

F.n joneral de todos los polígonos isopcrímctroa, el qne 
tiene mayor arca es equilátero; porque sea JIBCDE (fíg, 19) 
el polígono máximo, el AB no es igual á BC constroyamor 
el triángulo isoccles J11C de suerte quesea .4/+/C=w9/?-HBC; 
y tendremos que el triángulo AlC ca^ABC , y según esto 
hallaríamos que AICDE-p^ABCDE , lo cual es contra 1% 
hipótesi*. 
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XI. Cual es el menor de loa triángulos cirotinscritos al cír» 
culo OF construidos bobre una base dada ACzr^a (fig. $0), 
Sea el radio OF=zr\ AF'^zAD^z.x el perímetro 2;;, CF 
BerÁz=zCE=:(t — r; BE=iBD será=jj — o. Siendo los tres lados 
a, p — X, y /?^a-f-r, tendremos que el afea y del triángulo 
aera (udm. 318 III} 

y de aquí yr^z=:,x[y — ar\a — jr); 

con motivo de ser y=rpr(nura. 318 IV): tomando las deriva- 
das y haciendo á ^'==0 hallaremos que (j — nr)a — 2xj = 0; 
y dé aquí sacaremos que ar^r^a; F es el medí) de AC\ los 
otros dos lados son iguales, y el triángulo es isóccles. 

XII. Tómense sobre lo» lados de un cuadrado ABCD 
(fig. 21), las partes iguales y arbitrarias Aa^Bb^ Ce, y DJ, y tendre- 
mos que la ñgura abcd será un cuadrado; porque l,^ aB =¿C...., 

el triángulo dAa:=:^aBh^::z y según esto veremos que 

ah-=hcz=,cd:=:zad\ 2.® a, es el vértice de dos ángulos com- 
plementarios, y del ángulo dab\ luego este ángulo es recto; esto 
jmsmo sucede cou el ángulo ahc^ &>, 

En vista de esto, tendremos que si de todos los cuadrados ins- 
erítos en otro cuadrado dado, se nos pidiese determinar cual es el 
menor; supondremos que ABzna y ^a=x, hecho esto ten- 
dremos que aB:^a — x; y en seguida hallaremos que el trián- 
gulo Ada nos da 

aJ« = 2x« — 2flX+tt2, 4x— 2a=0. 

luego x^ia; vemos pues que el punto a está en medio de AB, 

XIII. determinar entre todos los paralelipípcdos rr.otángu- 
]o8 iguales á un cubo dado a^ , y que tienen una de sus aris- 
tas igual á una línea ft; cual es el que tiene menor superfi- 
cie. Sean x y z las otras aristas, su volilmen será bxzzzza^i 

hicgo las dimensiones del paralelipípedo son b, x y -- — j 
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las arcas de las caras son --, 6.r y -- : y el duplo de üu suma 
CB el área total 
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luego las otras dos dimenbiones x y z deben ser igualen. 

SI ñor se nos diese el lado b , y fuese siempre x uno de 

estos lados, los otros dos dcbian ser s/í^íL V y por consiguien- 
te — !lL-+4V^(a'x) seria el área total 

de aquí sacaríamos que ---=v(--)y6=a; 

por consiguiente el cubo propuesto es el paralelipípedo rcctán* 
guio do menor superficie. 

719, Siempre que queramos aplicar esta teoría á la» cur- 

bas, formaremos (uum. C84) la derivada de su ecuaciotí; las 

raices reales de x é y que cumplaa con la ecuación propues- 

ta y su derivada, las hallaremos por medio de la eliminación; 

y estas solas pueden corresponder á máximos ó mtntmoM de las 

ordenadas. Ilailarcmos la derivada del segundo urden, haremos 

.>^ ¿.-i- á y'=íO, y sustituyendo en seguida en lugar de x é y un paf 

^:l!í;"-'' de las raices halladas, si xinjíi^'é y=rFG (fig. 3)hacen que y*' 

^^■'* sea negativa tendremos que el punto G será un máximo: si las 

coordenadas »^R y RI, hacen á y'* positiva, / será en e¿te 
Qaso un mínimo (Véanse los ejemplos IV y Vj. 
• V ' Cuando los desarrollos de /(«"ílA) pon defectuosos en lo^ 

términos á que tenemos que recurrir para conocer los máximos^ 
6 los minitno», será preciso quo determinemos estos desarrollos 
tales como deben ser (núm. 608) y veamos si efectivaiaente 
son uno y otro> ó </a. 

Así es que yzi:6-|-(x— a^ sos da 

y' = {(x— a)^ é^y"=VV— «r^ 

la suposición de y'=:0 nos da arz=a, cuyo resultado haee 4 
y" = 00 ; vemos que la formula de Tayllor es defectuosa. Pero 

/(fi+A)=6j+A.3, luego no hai ni míUtmo ni mtnima. Por el 
contrario de y=6-J-(a;— a)J sacamos que 
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\aBgo x^=a é y=& corresponden & un mtntmo. Hallaríamoi 

un' mfiximo 8Í la espresion fiíese y=z6— (ar— o)* • 

720. En cuanto á las funciones de dos variables 'ir=/][x,y) 
imitaremos el raciocinio del núra. 717. Cambiaremos k ,x en 
'+^> 7 á y en y-^k^ en seguida desarrollaremos- como io hi- 
cimos en el núm. 70J; y suponiendo en el desarrollo que kzsitik 
teadrémoe que 

^ \dx^ dy/^ a \ d*»^ dyd» »dys / 

Hecho esto, para que siempre sea' Z^z 6 Z*^z sean cua- 
les fueren h y ky es preciso que el segundo tértnino sea nulo 
independientemente del valor que pueda tener a, 6 que 



^=0,^=0 (1 
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áx dy 

pero ademas de esto, el término siguiente debe ser poeitiro 
en el caso del mtntmo y negativo en el de máximo. Por con- 
siguiente eliminaremos á r é y entre las ecuaciones 1 1 ) y solas 
estas raices podHUí convenir al objecto que nos hemos propuesto: 
será preciso que en seguida sustituyamos estas raices en el término 

siguiente !L (^L. j cuyo término deberá ser siempre del mis- 
mo signo, sea cual fuere el valor que demos á a< y cualquiera que 
0ea su signo. Pero como púa espresion tal como A^^fta^B'-^CtL* 
DO puede conservar su signo en cualquiera valor que demos á 
a, á no ser que sus fifeictores sean imojinarios (núm. 139,9®), 
y para estose requiere que «íSC— B^ sea^O. Por conaiguien* 
i% tM preciso qne 

d«r d'r / d«r \ ^^ ,^. 

Luego —^ y — -- deberán ser del mismo sigao: si éste es 
aegatífo cuando k^=zO 6 a=0, teiidréinofl que el trinomio 
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de arriba se convenirá en , es decir negativo, el trí- 

dr' 

üomio conserva siempre esto signo ; en cuyo caso hai wiá- 

«¿mo, hai minimo cuando 4— y — ,-*7- ^^ positivos. Y sino 

dr* ay' 

•e cumple la condición (2) no hai ni máximo ni mínimo» 

Cuando las raices de las ecuaciones (1) hacen quo sean 
nulos los términos del trinomio de arribu , es precbo que re* 
curramos al 4.® término del desarrollo quo debe también ser 
nulo , y en seguida al 5. ^ , y así de los demás. 

721. Cuál es, por ejemplo, la menor distancia entre dos rec- 
tas dlMlas. Tomaremos una de estas líneas por eje de las r» 
y la otra tendrá por ecuaciones á 

Elijamos sobre la primera un punto, cuya abscisa sea x\ 
BU distancia á un punto cualquiera de la segunda será /{, ca 
decir (niim. 614) que 

« 

.6 mas bien R^i:z{x^xy+{bx+^)* + (ax+tiyi 
representemos este segundo miembro por t y tendremos qae 



^ = «(*— x')+2l6x+ p ]b+2(ax+ a )aa=0 



' de 

J-; =2— -Síx— x'jasO; de aquí sacaremos que 

Supuesto que x= je', sigúese que la línea que bnccamcMies 
perpendicular al eje de las x, y que por consiguiente lo es asi- 
mismo á la 2.^ recta, porque hubiéramos podido tomar también á 
esta recta por eje de las abscisas; esto mismo lo sabíamos ya(núin« 
374). Ademas tenemos que 
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según esto vemoe qoe la condición (^) queda satisfecha: por Eer 
4(a^ 4-6^)^0: por consiguiente hai nwnmo. La lonjitud de la 

línea qae buscamos es Rs: — ,. 1*. f^ — • Siendo la ecuación de 

BU proyección sobre el plano de las yzy y=r ^x, como esta recta 
paaa por un punto ('«y^t) de la segunda, tendremos que 

luego estas líneas cumplen con la condición (ndm. 683,6 ® 1, y son 
perpendiculares entre sí; que es lo mismo que habíamos ya probado* 

Métoán de tas tanjeniei. 

722. Si se nos propone tirar una tanjente 7Jlf 'fig. 22) por un 
punto Jlí (x,y) de la curba BJÚM* cuya e<;uac¡on y^fx co« 
Hocemos, tendremos que la ecuación de la recta TM es 

Y— y^tanj a(JX— *) 

tiendo JIT é F las coordenadas rariables de Ht recta, r é y las 
del punto de contacto «^^ y a el ángulo 7\ Hemos probsdo 
núm. 655 que la derivada y*=;/'T es la tanjente del ángulo T 
]imite de la razón de los incrementos M^ y Jtf*Q de las co- 
ordenadas « é y. Bajo o&te mismo principio hemos establecido 
la existencia de las derivadas relativas á cualquiera fun~ 
cion de X y en seguida todo el cálculo diferencial. Luego 
(uúm. 346). 

tanj • =y. co. « = ^^,j.y.,y sena =V(i+75y 

J.o Ia nomuJ Míf forma con el eje de las s un ángnlo 
(nfim. 310) cuya tanj. es——; por conai^ente su ecuación ea 

8f'(F— y)+i--«=0. 

f.9 Haciendo á FsO, tendremos ItK abscisas «fl7*ys^A*de 
los ^és de la tanjente y de la normal; y de esto nio^o halla- 
remos el valor de x— iC 6 
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Bubtanjente TPt^.^ y eubnonnal PJ^^zzyy' 

y' 

cuando eetos valores tiei»en signos negativos, indican que estas lí" 
neas caen en sentido opuesto al de la ñgura propuesta: en cuyo caso 
es suficiente qqe •;caminémos si es y 6 y' la que es negativa, para 
conocer por este medio la situación de estas líneas (véase núm.330) 
3. ^ Las hipotenusas TJ^ y JÍJ^T nos dan 

tánjante 7W=iLV(l+y'«), 

y' 

normal afJV=y\/(l-f-y'e). 

4.^ Aplicando el raciocinio de arriba (véase ndm. 4^) al 
caso en que las coordenadas formen un ángulo cualquiera, ha- 
llaremos que la ecuación de la tanjente y el valor de la ¿ubtaji- 
:ente permanecen los mismos. 

733. Ved aquí algunos ejemplos de estas fórmulas. 

I. En la parábola y« = 2pr, tendremos que yy* =:p, é^^ztx; 

y* 

It normal JifJV= V(2px+/>*) (nilm. 404). 

II. Respecto á la elipse é hipérbola cuyas ecuaciones son 

oty«-4^6«x«=:-+:'i«6«, hallaremos j^rzIpJ-f-; de aquí saca- 

camo0 los valores de las subtanjentes, &c. (véanse loa número* 
40U y 414). Por ejemplo, hallaremos que haciendo á c* =>a'^6' 
la lonjitud de la normal es 

ni. Respecto á la ecuación y"* =«%,*'''** hallarémot que 



y — 



mt 



. La parábola es un caso particular de esta opresión; 

«ste es el motivo porque á todas las curbas comprendido en 
«ata ecoacion ae les ha dado el nombre de parábola^^ nkmptñ 
qne m y -ti sean positivaa. y'sia^x te llama la 
ia cúbica; y^z:zax^y es la tegtmda. 
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Aáímismo se da el nombre de hipérbola» á las cnrbas cuya 
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ecuación es J*' y^ =a'^+'*; su subtanjete es Z = — 

vemos que, prescindiendo del signo, este valor es el mismo qnc 
en el caso precedente. 

IV. Respecto á la curba cuya ecuación es x' — 3axy+y3 = O, 
tendremos que 

y* = - ^ . , subtanjenle = .5LlI — ¿, ¿¿c. 

V. En la logarítmica (ndm. 468} y=:a', hallaremos que 
I^zz:-^; vemos que la subtanjente es igual al módulo (ndm. 685). 

VI. Sean AP=zx, PM=y, MQ^zz^sfi^ry^^y^) (fig. 23>^ 
la ecuación de la cicloide AMF es x=arc(sen::::^2) — z^ 
(nilm 471; el arco e^^^ tomado en círculo jenerador JdG'D 
cuyo radio es :.= r. La derivada es según ya trabemos (nám. 683) 

1:^ <— <* de cuya ecuación tacaremos qua 

^^^ lr'-'y)y ' 

Y haciendo desaparecer k x y z\ tendremos que la cicloide 
tiene por ecuación derivada la siguiente 

yy»=.V(9ry— yí), 6 y'=\/(Ü:=::y) 

considerando que el orgen se halla en el punto de retroceso A, 
Para tirarle una tanjente 7Jtf, observaremos que 

subnormal syy* s= >/(Sry — y<)=:2?= JlíQ- 

Y a^ la línea MD tirada al punto de contacto D del cír« 
culo jenerador con el eje «^£7, es la normal. La cuerda J^D ea 
«a loDJitod; con efecto, hallaremos que ^^(1+^**)= >/(^^)* ^^ 
<nerda suplementaria JdG es la tanjente. Vemos pues que para 

tirar lua tanjente piM i esta curba, trasarémot la MJ>r pa* 

» 
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ralela al eje AE y en seguida la cuerda KF^ y por illtiato la 
Jl/G paralela á KF. 

Si colocásemos el oríjcn en el punto mas elevado F, de> 
modo que hiciésemos á FSzzzx^ SJÍz:::y; tendríamos que en 
este caso la ecuación de la cicloide seria « = arc (6en=:2]-^s 
(núm. 471]; cuya derivada es 



^=^(ct.)- 



Hubiéramos hallado también esta misma ecuación, con tras- 
ladar el oríjen á F (cambiando, para ejecutarlo, á x en tít— -r» 
y á 2^ en 2r— y). 

724. Podemos ahora resolver un gran numero de problemas 
relativos 4 las tanjentes, tales como el tirarlas por un punto 
esterior, 6 paralelas, 4 una recta dada, 6 dtc. (Véanse los n(í- 
meros 407 y 413). Determinemos, por ejemplo, el ángulo p for- 
mado por la tanjente TJÍ (fig. 24] y el radio vector AM tira- 
do doado el oríjen al punto de contacto Jlf(x,y). Conocemos el 
ángulo que este radio vector forma con las or, por medio de 

la espresion tonj. | = 1^: ademas tenemos que tanj.a =y*; luega 

X 

tanj(a— 6) 6 Unj.p=:^:£=g(. 

Es preciso que en las aplicaciones tengamos cuidado coa 
el signo que adquiere esta fracción. 

Respecto á la ecuación y'+ar»=:r*. que pertenece al circo- 
lo, hallaremos que tanj ^ = 00* lo cual sabemos ser evidente. 

725. Cuando una curba BM (ñg. 24) está referida á coor- 
denadas polares AMz=^r y fMAP:=, |, so podemos hacer oso 
de las íurmulas precedentes á antes no se traduce k ecua- 
ción r-f% de la curba, á jr é y por medio de las relaciones 
(nüm. 385] 

xssrcoB |, yisrseni y x"+y*=:r»« 

Por el contrario, transformemos á r y ^ las fSnnnlss de le 
tanjento, 4rc. para lo cual tomemos á | por variable índepea* 
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tiiente en lugar de serlo x\ y este cálculo^ qoe ya lo hemo* 
«efectuado (núm. 690) nos dará 

tanjp=:l., 

726. Asimismo podríamos traducir en r, r' y ^ los valores 
deyy*, -^t^^ pero & cansa de su complicación preferiremos 

el método silente. Se llama nthiof^erUe ¿ la lonjitud de la par- 
te ^9 7, tomada sobre una perpendicular á la AJIi; hallándose ya 
determinado por este medio el punto Ty nos será filcil conocer que 
la tanjente es TJ!. Supuesto todo esto, tendremos que el trian* 
guio rectánc^ulo TAM nos dará ATzszAM tan^, 6 

Bubtanss^^jTssll. 

Respecto ¿ la espiral de Arquímides (núm. 472, fig. 25) 
tendremos que 

ai r* r 

2 ir r r 

Y así la sttbtanjente AT tiene la misma lonjitud que el 
ateo de drcnlo descrito con el radio •/d«tf=r, que mide el án- 
gulo ^«i^x =:= i . En cuanto al ángulo p, vemos que va crecien- 
do auna con el ángulo |; y como después de una infíniílad 
de revoluciones del radio vector es cuando p< llega á ser in- 
finito, sígveae qoe el ángulo recto es el límite de 0. 

En la espiral hiperbólica (núm. 473) tendremos que 

r =fL, snbtanj.s —o, tanj. = -— | 
9 

iremos qoe la subtanjente es eonstante; la asymtota es el Limi- 
te de todas las tenjentee; finalmente el ángnlo que forma el 
iradío vector con la tanjente es obtuso y disminuye á medida 
que I aomenta (véase en el primer vdúmen la fig. 260). 
Respecto á la espbal logarítmica (ntím. 474) 

rsza^ tendremos que tanj ^ssX) y sabtaiyz:^ 
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vemos que la curba corta a tocios los radios vectores formando 
el mismo ángulo que es de 45 ® cuando a es la baso de loi 
logaritmos neperianos; la subtanjente crece proporcionalmeu- 
te al radio vector. 

Dt la» Rectificaciones y Cuadraturas, 

727. Siempre que se nos dé canecida la ecuación y:=rfz de 
una curba BJIJP (fig. 22), podremos determinar la lonjitud 
BJ^z=i s de un arco de esta curba estendido en línea recta, con 
tal que conozcamos los estremos B y Jtf de dicho arco: de- 
terminemos ahora esta lonjitud. Para efto, observaremos que 
permaneciendo el punto B fijo, s varia á una con el punto J^f; 
según esto* es una función dex = ^/*, cuya función *=Fr 
vamos 4 determinar. Si x crece la cantidad h= FP\ y crece- 
rá también la cantidad JIf' Q:=A:, y « la cantidad MM^zzl; luego 

y=/x nos dará/(r-|-A)=r:y-f-y»yi-|-¿y"^a-f-....; 

s^Fjc JF\x+h)=:s+s'h+lis''h^^ ; 

de aquí sacaremos que 

A;=y'A + iy"Ac+ y /=z,'A+if"A2-|-....¿ 

tenemos también que 

cuerda M^P=: s/{hi+k*)=::hy/[\+y'^+yy'h+^.,) 
por otra parte; la tanj Jlfi7 nos da (núm. 722] 

QH=zy% JlíH=:A>/(l+y'«), y ^'£r=— éy••^• 

luego cuerda JtfJlf ' _ \/( i +y'^y y*h+...) 
JúH+Jd'H V(i+y'»)— iy"^.... 

Cuanto menor es h tanto mas se aproxima esta razcm m I» 
unidad; por consiguiente* uno es también el límite del primer miem- 
bro; y como el arco JtfJlf está comprendido entre la cuerda 
que le corresponde y la línea angulosa JIÍH^M'H sigúele 
que uno es también el límite de la razón de la cuerda al arco, 6 de> 

cuerda ^ >/(1+y*g-f-yV'A^,...) 
arco "^ */+i«"A.... 
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y de nquí sacamos que 1 = ^v^+y'*J , 6 

«•=(>/ 1 -l-y-f) ó^nalineiite dt= V(d*«+c[y«). 

Esta ñSrmula sirve para rectificar todos los ateos de curba. 
Para ejecutarlo, se introduce en ella en lugar de y* eu va- 
lor /*x, sacado de la ecuación de la curba dada y^=Ji\ y la 
derivada «' se saca de la ecuación «i=Fx; en seguida es preciso 
imUgrar & F*s^ es decir, ascender de esta derivada ¿ su función 
primitiva Fx. Daremos mui pronto (núm. 809) los medios de 
efectuar este cálculo. 

La ecuación del circulo, cuyo centro se halla en el oríjen es 

y*+«*^r« de aquí sacaremos que yy'-|-*=:0; 

*=:\/Cl+íl)=r4.I=: ¡^"^ ; ' 

esta es la derivada del arco # de círculo, espresada en fun- 
ciones de su seno 6 coseno (que es x^ véase ndin. 6^3). Para 
rectificar el arco del círculo, sera preciso integrar esta función 
(núm. 809, III). . 

Según el valor que acabamos de hallar para t*, podremos 
simplificar las f&rmulas del ndm. 722, que se convertirán en 

, dv r dr y' dy 

tanj a=:y*=--2, eos a=— =—» sen a = 3L. =:_£:, 
éx •* d* «• U* 

tanj =:?í =i(-^, normal =:yf'=X—. 
•* y' dy djp 

728. Para hallar el área BCPM=:,t (fig, 22), haremos un 
raeiocimo semejante al anterior; y según él, veremos qae t es 
(Unción de j: 6 t:=z(¡^x; veremos asimismo, que los incrementos 
It é t de la ordenada y del arca correspondientes á la absci- 
sa x+h son 

Y oomo sabemos que la superficie del rectángulo JlfPP'Q=yftt 
y la dfil LP*=ziy+k)ki veremos también que el limite de la 

11 . 
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razón ■ es la unidad, t^gueue que tambi«u uno será el 

límite de la nzon que hai entre el rectángulo MPP'Qznyk 
y el iucreincnto J^PP'*M' =:¿ del arca t. Esta razón es 

?í = ^?L- ;Iucffoül=l, 6 V=y. 

Será preciso que en esta espresion introduzcamos á Jr en 
lugar de y é integremos en seguida la eepresion Vs=:fx (Véa- 
se ndm. 805]. 

iSi las coordenadas formasen un ángulo a , hallaríamos que 

r=y sen a 

729. Determinemos ahora el arca wíJTJífsr fffig. 24) com- 
prendida eutre los dos radios vectores AM y AK^ de lf»s cuales 
solo este último permanece fijo, y el otro varia á una con el 
punto M. Tendremos que el área AKM 6 

T =ABJdK—ADM 

pero como 

ABJ\í=ABCD+DCJÍP'^AJiIP:=:ABCD-\'t \ty 

agüese qu6 

Pero como la variación del punto Jtf, no hace que varicn 
los puntos B, C y JT; determinaremos la deri^•ada de la ecua- 
ción de arriba, considerando á ABMK y á ABCD come 
constantes^ y tendremos que 

r'=— <'+¿(ry'+y)=á(ry»— y). 

Traduzcamoe los valores de s* y f ' en coordenadas polares r 

y 6 , introduciendo en ellos á — , Jl y 1-, en lugar de s\ y' v 

X* X* s* ' 9 é 

r* (ndm. 689) y hallaremos 

f«=x'«+y« y r'=:i(*y'— y*'); 

con esto, hemos hecho que la variable principal sea cual- 
quiera; para que esta variable sea ¿, será preciw) introducir 
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en estas espresiones, en lugar de x, y, *' y\ los valores del 
ndm. 690, y nos resultará 

que son las formulas de la rectificación y cuadratura de las curbaa 
referidas á las coordenadas polares, siendo su ecuación r=/^: 
también hubiéramos podido hallarlas directamente, por medio d^I 
método de los límites. 

De la» OÉCulaciones, 

730. Si sobre una curba cualquiera BJ^Z ffig. 26] tomamos 
un punto My y tirumos por él una tonjente-TW y la normal 
JIÍA; y si en seguida describimos círculos, desde los diferentes 
puntos a, 6.. ..de la normal, de suerte que todos pasen por el 
punto «If, tendremos que TVlf será la tanjente común á todos ellos. 
Vemos también que según la disposición de estos círculos, unoe 
caerán dentro y otros fuera de la curba; de snerte que habrá nno 
que se aproxime á la curba BMZy por uno y otro lado del 
punto «Af, mas que todos los demás. A este círculo se llama Cir' 
cuto oioilador; y á su centro />, y su radio DJií, se denominan 
€Untro y Rtutío de Curbalura\ y como variando el punto Jií 
▼aria también el círculo de centro y radio, se llama Evoluta 
& la curba /OD, que pasa por todos los centros de curbatura; 
la Hnea dada BMZ es la Evolente de lOD. 

Para hallar el círculo osculador de una curba, correspon» 
diente á un punto Jlf, será preciso que espresemos por medid 
del análisis las condiciones que le determinan; jeneralicemos 
ahora estas condiciones. Concibamos dos curbas que se cor- 
ten* y sean sus ecuaciones y=fx é T=:FX, cuyas ecuacio- 
sea Doe darán y=I^ para la misma abscisa x^=:X pertcne- 
ciento al punto común; hasta ahora no hai sino una simple in- 
tersección. Comparemos ahora el curso de estas dos líneac, con- 
•idemidoie á uno y otro lado del pnnto de intersección, para 
esto, instituyamos x+^áxyX, enyé F;y tendremos 
que las ordenadas correspondientes serán 

y+y'h+iy''h^+ , Y+Th+ir'M+ 
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y de aquí sacaremos que 

será la distancia entre dos puntos de las curbas propuestas, cuya 

abscisa es ar-4-^; es preciso ademas que en los valores F, F** 

sustituyamos á JK, x. Cuanto menor sea j; respecto á uu valor 
que demos á /i, tanto mas próximos estarán los puntos corres- 
pondientes, de suerte que el lirado de proximidad de las dos 
curbas en una estension determinada de A, depende de la pe- 
quenez de ¿. 

Si sucediese que el valor de x, que nos da y=:F hicie- 
se también que fuese y' = F, tendríamos que 

S=:ifc*(y"— F')+lA(y"'— F"J+ 

7 estas dos curbas, se aproximarían una á otra, mas que ptra 
tercera, que pasando por el mismo punto (ir, y) no cumpliese 
con esta misma condición. Porque sea y = 9 | la ecuación de 
esta curba, la distancia A que hai entre loe puntoe de esta 
eorba y los de la primera, que tiene por abscisa á <-)-^ ee 

A =:Mr*— y')+é'i«(y"— y")+ 

suponiendo que (fx =:/r, para que dichas curbas tengan el pun- 
to común (x>y.) Pero como los valores de ^ y A tienen la 
forma 

S=6A«+rA»-f- y ^ =Ah+Bh*+Ch*+ 

de cuyas espresiones sacamos que A — ^ = «^A^(B— 6)A*-f« 
(C— c)A»+ 

Si elcjimos á A tan pequefia (níím, 701], cuanto sea nece- 
tario para qne el signo del término «/^A, sea el que afecte á 
estas series; como A— ^ tendrá el mismo signo que A 9 ten- 
dremos que A ^ ^ respecto á este valor de A, y de todos los 
demás valores que fuesen menores que éste, sea cual fuere el 
signo de A. Y así la curba y^zFx se aproxima á la y==/x, 
en toda la ostensión de A, á uno y otro lado del punto común, 
mas que la tercera curba ^^ = qt | , sea cual fuere su naturaleza. 

Si ademas de ser y' = F, fuese también y"sz:F\ vería- 
mos por el mismo método, que estas dos curbas estaban roas pró- 
ximas una de otra, en todo? los puntos vecinos al punto oomun, 
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fttt eamlqttiera otrli terc«nrft que no UenaBo estim dos condicio* 
CS0II68, y ad en loguida. Diremon de dos lineas que tienen un 
Contacto 6 cma oiculacúm de primm' árden^ cuando cumplan con 
las dos condiciones y=Fé y'=:F» respecto ala misma abs- 
cisa s. AsimisiBO yss F, y's=:^> y" =: F" serán las condicio- 
nes de un contacto de eegundo árden^ 6¿c. Queda demostrado, que 
estas dos curbas están mas próximas una de otra, acia el pun- 
to común, que lo que estaría otra tercera curba, & menos que 
ésta no tuviese una osculación semejante. 

731. Sentados estos principios, si sucediese que acunas de 
]as constantes o, 6, c... contenidas en las ecuaciones y==/r, 
é F=:FJC de las dos curbas, fuesen arbitrarias, tendríamos que 
la naturaleza de estas líneas quedaría fija, pero no lo estarian 
su posición y ciertas dimensiones; por coubiguiente podremos 
determiuar estas n-f-l comentes por medio de un número igual 

de condiciones, tales comoysrF, y*=F, y"z=:T' y de este 

modo, las curbas tendrían entre sí un contacto del orden fi, y 
se aproximarían entre sí, mas que lo que podría aproximarse cual- 
quiera otra curba que no tuviese una osculación del mismo orden. 

732. Apliquemos ahora esta doctrina á la línea recta: sea 

y=¡ft la ecuación dada de una curba. Tomemos una recta cuya 

situación sea indeterminada; y las ecuaciones que nos propone- 

mcMi examinar son 

y=/r, F=aX+6, 

siendo a y & dos cantidades cualesquiera* Si suponemos que 

y=F é y'sF, 6 

y=aar-|-6, y'=a, 

habrá una osculación de primer orden; y la recta será tanjen- 
te; eon efecto, para que otra recta se aproxime mas que esta 
& Ja curba, por uno y otro lado del punto común , es preciso 
que ¿sta cumpla con las mismas condiciones, es decir, que ten- 
ga los mismos valores para sus constantes. Y así y' es la tan- 
jents del ángulo que forma nuestra recta con los ejes. Elimi'^ 

• 

ñsiido á a y 6 tendremos que la ecuación de la tanjente es . 
la misma que en el ncimero 722. De aquí sacaremos con.. 
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lidad la ecaacion de la normal, el valor de la subtaDJente, &« 
733. Hagamos el mismo raciocinio respecto al círculo: sabe» 
moa que las ecuaciones de la curba dada, 7 de un círculo coya 
situación es cualquiera, son 

y=/x, é (r-.¿)»+(X— a)«=JÍ» 

ajb son las coordenadas del centro, 7 /2 es el radio. Esta* 
bleccrémos un contacto de segundo orden para determinar estas 
tres constante?. Las derivadas de esta última ecuación son 

(F— 6)r+JC— a=.0, (F— 6) F'+r'«+l=0. 
luego 

(y— 6)í+(a— /!)«=: 22« (1) 

(y— %*+*— a=0 («) 

(y— *y'+y'«+l=0 (3) 

sacando los valores y— 6 y x*-a délas dos últimas ecuacio- 
nesy tendremos que 

y" ^ y' 

la primera nos da 

ji=+ii±*:iV) 



y" 



«=«— ^.(i+y"). 1=»+-^ 






de este modo hallaremos el radio y el centro de carbatura. 
Cualquiera otro círculo se aproximará á la curba dada menos 
que éste, porque para poderse acercar tanto como éste, debería 
cumplir con las miomas condiciones, es decir, que se confundiría 
con él. 
734. Vemos qne 1.® la tanjente á la curba lo es también 



«■ 



(♦) FA wilor de R debe estar afectado del dublé iigno ^ip^ro 
como ext'í en presión no tiene ninjs^vn snntido sino cuando es posi» 
titn (níim. 336) deberemos preferir aquel signo que en el úfü- 
'mo resultado ha^a que el v*tlor de R esté afectado al f^no-^. 
Si y** fuese pn>titivn^ lo que sucederá siempre que la curba vuti* 
va su convexidad aria el eje de las x^ tomaremos el signo + del 
valor de R; y deberemos preferir el si^no-^en el caso contrario. 

(Véase fiúm. 754). 



Calculo DiFCRKNcurA 87 

a| circulo osculador, por teDer y', el mismo v«lor p9Ta una y 
otra tanjente. 

2.® La «H2uacion de la nurraal es y* {Y^^y)+X — r=:0; 
8Í introducimos en ella ¿ a y 6 en lu|^ar de X é F, quedará «a* 
tisfecha, porque hallaremos la relación j2j la cual no supone 
sino un contacto de primer órdnn entre la curba y el circulo; 
cuyo centro de curbntura te haiia sobré la normal ^ también 
ae hallan aobrc ella loe centros de todos los círculos que tiench 
2a misma tanjente TW (fig. 26]. 

3.® Si eliminamos á x é y entre la ecnacion y=r/jrdela 
curba y las ecuaciones 2 y 3 que determinan á a y 6, hallar 
remos una relación entre las coordenadas del centro de curba- 
tura, sea cual fuere el punto JH; y esta será la ecuación de 
ia €9oluta. 

4. ^ , Como ILf a j h son funciones de r, que determinare- 
mos &cilmcnte por medio del cálculo, si las sustituimos en las 
ecuaciones 1 y 2 , hallaremos que estas ecuaciones serán 
idénticas: por congtüente, podremos diferenciarlas mirando á i2, 
a y 6 como variables: ejecutémoslo con la ecuación (2) y 
tendremos 

y de aquí sacaremos que 

restándola de la ecuación (3};. no», dará, scgon debíamos esperar, 
la derivada de la ecuación (2j hallada con- reapocto á a y 6 so» 

Jas. Por consiguiente hallaremos que-^— ,^=:-pserá la tanjente 

del ángulo que forma la normal con el eje de las,r. Sea 6= <{^a 
la ecuación dq la evoluta: su tanjente en el' punto (a, b) for- 
ma con d eje de las x un ángulo cuya tanjente trigonómétri- 

cai és¿.ss¿. sa— > .«., (núm. 689) supuesto que en d cálculo aa- 

tniori'hettboe mirado á 6 y a como funciones cuya variable prín- 

cijMl ' m jr. Luego ia normaí á la evohenU e$ tatúente á la evoluta» 

5.^ Practiquemos lo mifmo respecto á la ecuaeioa (l}>.cs 
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éecir, hallemos la derivada haciendo variar ¿ todas las eant»- 
dades que entran en ella, y restemos el resultado de la ecua* 
cion (2); ó roas bien tomemos la derivada de (1) coa relacioD 
á a, 6 y ü solamente.* Y nos resultará 

Para sacar de aquí una relación que pertenezca i todos los 
puntos de ia evoluta, será preciso eliminar á x é y. Introduz- 
camos pues en lugar de x— -a é y— -&, sus valores sacados de 
las ecuaciones (1) y (2), después de haber sustituido en estos mis- 

Btoí valores *— -^7 en lugar de y', y hallaremos 
__ ____ y'B a'R 

Si elejimos ¿ a por variable principal, tendremos que» 
12' = V(1+^'*) es la derivada del radio de curbatura con rc« 
lacion d a. Pero la del arco m de la evoluta es también 
*» = \/(l4-6'«) (nrun. 727) luego tendremos que Rz=z9\ cuya 
ecuación es la derivada de Il:At+jSíy siendo A una constante 
arbitraria (n(ím« 768). .« ^ , 

Respecto á otro arco S de la evoluta, el radio de eatba- 
tora es 5-f-^9 siendo el mismo orQen fijo de este arcó: kaí es 
que «-^5 es la diferencia de los dos radios. De aquí se sigue 
que si O y 2> [fig* ^^) son los centros de curbatura de los 
pimtos B y Jtf» tendremos que el arco OD de la evoluta será 
igual á la diferencia de los radios de la curbaturk BO j MD» 
Luego si se aplica un hilo sobre la evoluta OD y si en se* 
guida se pone tirante según BO y lo desarrollamos de la 
parte OD, tendremos, que la eetremidad S describirá' la eral* 
Tente J^B; en este principio es en el que se fbnda la dcdosñ» 
nación de estas dos curbas. 

6. ^ Las espresiones del radio de curbatura y de las co« 
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erJenadas del centro se preientan bajo diferentes íblmas» a«< 
^titi consideremos como variable independiente ya á una canti« 
dad 6 ya ^ otra. Así es como hemoa hallado (núm. €93) que 

xy — y X ' ' y" x" • 

aé'^n tomemos la variable principal arbitraría, 6 "ea el arco A 
ai eiita variable es la abscisa x, podremos escribir lea valorei 
da jB, a, 7 6 del modo siguiente: 

y y y'* 

7.^ Si las coordenadas son polares, espresaJrcmos i. x é y 
«n funciones de estas nuevas coordenadas jÍJlf=:r y JlAP^s ^ 
{ñg. Í4) en seguida sustituiremos en la espresion de R en 
que no hui ninguna variable principal éíi lugar de r, x'....sua va>«. 
lores (véanse las fórmulas núm. 690]. Y teadremos que efectúa* 
¿ti todas las reducciones será 



^_ {r"^^r»)Í _ 



#*í 



^5. Apliquemos ahora esta teoría á algunos ejemplos. 

I 

I. Respecto á la parábola y*=:2pjr, tendremos quey'3e¿ 
é sf** =— ^ y Sustituyendo estos valores en las formulas do 

y* 

arríbay halláremos qua 

nesdo JV* t^ lonjitud de la normal (núra. 723). Luego eí ra* 
dio de eurbaiura de la parábola^ e§ igual al cubo de la ñor" 
w$al dktidido por el cuadrado del temiparameiro. En el vértice 
•i (fig. 26) en que x^=:0, tendremos 12= p; así es que la di8« 
tancia AI del vértice al centro de curbatura es dupla de la 
que hai al íl>cus. Cuanto mas crece x tanto mas disminuye la 
cufiNitasas y asta disminución sigue hoeta el infinito. Lias coqc^ 

13 
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penadas del centro de cUrbatura eon 

P 
Eliminando á x é y de la ecuación ^>=z2jpr, ballaremoB qa« 

o 

la ecuación déla evoluta es &)= (a*—/))' y de aquí sacare- 

inos que 6^ = , con trasladar el oríjená L esta ^ laecua* 

^ 27p 

cion de la segunda parábola cúbiciu Muí pronto enseñaremos el 
modo de discutirla (mlm. 744). 
IX. Respecto á la elipse tenemos que m*y^'\'n*s^zsiní^^ 



„_ n? m*'^t»x* 






» 



llamando r á la distancia que bal desde el fucus al centro^ 

Estos son los valores del radio y coordenadas del centr* 
de curbatura de la elipse. Comparando los valores de jR, do 
la normal ( núm. 723 ) y del parámetro p » hallaiemoa qua 

xc= = : cuyo teorema es el mismo que el oallado aa« 

tcriorraente respecto ¿ la parábola. Como sal)emos que uirarco d» 
la evoluta, es igual á ]a diferencia entre los radios de curbatura 
que salen desde los estremos de este arco (núm. 734, 5. "^ ), y qud 
estos radios son cantidades finitas, sigúese que este arco ct rec- 
tificable. Esto mitano Eucedc respecto á todas las curbas aljebrai- 
cas; siempre podremos hallar una recta de la misma loojitud 
que un arco dado de la evolnta. 

Como R disminuye cuando x aumenta, concluimos de ñqvi 
que ^n |b9 cuatro cstrcmidades de los ejes C9 donde ft t$ man- 



I 



ma 6 minüna: en los vértices O y O* de la elipse (ñg. 53) es don* 
de esta tiene la mayor curbatura, iZ s± _, a = ±, — , 6 1= O, en 

1> y D' es la menor iZ=--, 6:= + —, dznO, los puntos ^> 

n n 

» 

h* t, i* determinados por este medio, son los centros de curbatura 
de las estremidades de los ejes. Para obtener la ecuación dé' 
la evuluta, saquemos los valores de x é y de los de a y 6 y 
siastttayéndolos en la ecuación de la elipse; tendremos 

v(^)+v(=5i)=..w(i)-+-/Cf)v. 

haciendo á Ch^q y á Ciszp, Ságun lo que diremos (núm. 744)^* 
hallaremos que la curba tiene puntos de retroceso en los cua« 
tro puntos h, h\ t , i', que se compone de cuatro arcos convexo^ 
& los dos ejes» y que es simétrica respect» á ellos: la evoluta: 
Bstá dibujada con puntos en la figura 53. 

Respecto á lá hipérbola (nilm. 397) cambíese n ennV-*-!» 
. IIL La cicloide [ñg. 23 j nos da (núm. 7¿3, VI), 

^«V(?r=iL)=V(5r-t). y:=~^ 

y de aqui sacamos que 

y 

Sleifdó el ftdio ée curbatura duplo de la normal,- prolongmremotf' 
]é JdD y tomaremos 4 •W/>¿:=JtfJD( y el panto JP será el 
•entro de curbatura; fácil nos seria deducir de aquí la ñgum 
A la evt)]Títa, pero será mejor «gamos con preferencia el- m¿« 
tMb JMMral, que noB dá 

pnS' ehminar ahora k x é y: como yabepios que la ^cuacloa . 
de \u cicloide es ma derivada, hallaremos las derÍTadas de a 

y h que no» dará» a*=;- ^*^^ > y 6'=;— y*» 



^9 Calculo i^iT^icEvcjÁti 

Pividiendo estos dos valores hallaremos que 

o' 2r — y V ¿r — y/ ^2r-^b/^ 

introduciendo ^^6 en lug«r de y. Sr ahora tomamos bis ordenada^: 

positivas b en sentido contrario, nos resultará — •=>/( \ 

a' \2r— 6 / 

que es preeisamente la mismas ecuación de la cicloide, cuan- 
dg se consider» el orfjen en* F« Luego la e voluta LA dclaci« 
cloide es otea cicloide igfual; el arco AL es idéntico con FA 'y 
el vértice F se ha trasladado á A. 
rv. En la espiral logarítmica (ñg. 23) cuya ecuación e» 

r:=:a^ haHaremos que 2l=srV(l+^*o) = r sec.v= !^^ , 

cosv 

alendo H tanjcnte del ángulo AJÍIJir=:tf que forma el radio vcc* 
tor con la normal=la (ntím. 726). La proyección del radio de* 
curbatura JlfJV sobre el radio vector es^n y a^í, la perpen* 
«Meular A^ levantada sobre este radio en el polb,. eneuentra á 
la normal en el centro JV* dé curbatura: por consiguiente AM 
«8 la subtanjente de la e voluta, y ^JV* su radio vector; AM 
forma con la. curba MI en cualquiera punto de ella el mismo 
ángulo f^ que forma AJ>r con la evoluta. Luego la evoluta es- 
leta misma curba colocada en sentido diferente. 

Esta misma teoría de los osculaciones puede aplicarse a las 
curbas de un orden mas elevado (véanse las Funciones analíti- 
cas núm. 1 17}; ea evidente que dos curbas que tienen- entre tí 
un contacto de 2.^, 3.^, 4. o.. ....orden tienen en eate ponto 

la misma; tanjente y el mismo círculo osculadoi. 

736.. Siondo la diferencia en^e los coordenadas de doa curbis 

^ :=zMh -f-JVl^ + como el signo de ^ es. el mismo qve 

el do Mk cuando h es mui pequeña, signóte que Fcgun sea Jíh 
positivo 6 negativo, así también la ordenada á la curba será 
mayor 6 menor que la de sn osculadora; lo cual nos dará á co«. 
pocer si la primen^ está encima ¿ debajo de la, segunda. In- 

trodaciendo ^^h en lugar de A cambiará el signo de Mh iiei9! 
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pre que m sea impar, y la curba quedará cortada por su og« 
cuiadora en el punto común. Vemos pues que una curba ¿4 
rianpre cortada por tu circulo otculador% 

De la» ^t/fntotai, 

737. Si fuese defectuoso el desarrollo éef{x+h), no podrii 
haber ninguna osculación sino cuando la serie de F(x-f-A) pro* 
cediese observando la misma lei, á lo méqos en el orden de 
los primeros términos que deben compararse: esta condición de- 
pende de la naturaleza de las funciones /x y Fz, y no puedo 
lentr Ingí sino accidentalmente , es decir, en ayunos valorea 
de x; éí mismo raciocinio exje en este caso que se igualea 
lOB primeros coeficientes para que haya osculación. (Véanse las 
F\mcionet analtUccu núra. 120). 

gcan y=fx é y = Fr las ecuaciones de dos curbas; supon* 
gamos que se hayan desarrollado en series según las potencian 
4sscendentes de x (véase núm. 708) de modo que cada ima d^ 
funciones se baile bajo la form^ siguiente 

Ax* +9x''^+ ^.JIfr-^+JV«-~-^+ 



8i los e^nentes de estos dos desarrollos son los mismoií 

Iiasta deito término tal oomo hasta el Jdx "*, y si ademas po- 
demos disponer de algunas constantes para hacer que sean tam- 
Meo Ízales los primeros coeficientes sin introducir imajinarias, 
taidremós que la diferencia entre dos ordenadas cualesquiera será 

JUt'x j^ De aquí se sigue que upa de estas curbas se irá 

«pnMomando continuamente á la otra, á medida que crezca x, 
pero nanea podrá encontrarla, y habrá un término que pasado él 
no podrá ninguna otra curba aproximarse mas á ella, á no sev 
400 entalpia con las mismas condiciones. Estas cuibas son asym- 
loUs una de otra. 

Así es que cuando una curba te eHimule indefinidamente^ 
«49 f^rba tiene una infinidad de CLtymtota»^ que podremos hallar 
^snitolluido la ecuación* de la curba y^sifx en series deseen-» 
éfgfifíB^ y tomando por ordenada de la Hnea que buscamos la 
de los primeros términos, hasta un orden cualquiera cu^ 
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]K)ftcnCe 'cea lic^tivo; 6 bien componiendo nna función /3r, 
cayo desarroUo principie por c8lo« mismos primeros términor. 
I« Respecto á la bripérbola cuya ecuación es (ntín. 416} 



a a 



CaytiB aftymtotafl rectilíneas son las rectas que tienen por ecua- 

hr 

cion á ^=^ — ) siendo también lae únicas que gozan de esta 

a 

propiodad. 

Lo mismo sucede con ar=:0 é y=:0, respecto ¿la ecuación 

k 
IL La curba cuya ecuación esyrr se compone 

ée cuatro ramas simétricas respecto á los ejes, y su ñgura la 
podramos hallar muí pronto. Tenemos (nCím. 135) que 

—1 ib* "^2 
y=Arr + , «szcí+i— y 4- 

a 

^Dgun se forme el desarrollo ya sea por las potencias de x i 
de y. Las rectas cuyas ecuaciones sean pz^^jt^^a son sus 
ásymtotas. También lo es la hipérbola quo tenga por asymto- 
tas i los ejes de las x y de las y, y á Ar por potencia; pero 
en Cite caso ee mucho mayor la aproximación. 
ITL Sea y*~3ajry-f-«3s:0, (fig. 27) (ntírn. 708)} tttidcemoe 

y=: — of— a+Ja'^""^— la*jc"^..„.' 

lia recta euya ecuación es ya: — i— -a es una osymtotí; esta 
2%ctase construye tomando iilB =^C=: a, y tirando BC. 
iV. Sea ibabnente ^m0m2x^'-^x*+2axy*'é^5alX9js:,Q 

Mpreettttoado por ;i la «spresion V(l j¿y2). Luego, constfu- 
yi*4o loe rectas GF y Gil (ñg. 20) que tengan por ordena- 
4pe ¿ . wtfm dos prírocrM términos, tenilremoa las osymUítÉB leo- 
tiUoeaa de la curba propuestUt 
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Dt los Punto» multiploM y conjugadoi" 

738. Siempre que las ramas de una curba pasen por un mis- 
mo punto, ya sea cortándose 6 ya tocándose, llamaremos á este 
punto duplo, triple y en jeneral mti/<f>/o, según sea este pun- 
to común á dos, tres, ó muchas ramas. Dada que sea la ecua- 
ción de una curba, nos proponemos ahora determinar estos pu»* 
ios, en caso que los tcn^a, y la naturaleza de ellos. 

Soau r=0 y ^y'+^=:0 

)a ecuación en x é ^ de la curba, y su derivada; saponcmof 
que en V no haya ningún radical, lo que conscguiremoa eje- 
cutando las operaciones necesarias para el efecto. 

l.er Caso. Si las ramas de la curba so cortan en el punió 
qne bascamos, habrá muchas tunjentes en este punto: a«í es quo 
para un valor de x y el cortespondiento de y, deberá y' tenef 
tantos valores como ramas hai. Pero hemos visto ( núm. TOO), 
que esta condición hace que sean nulas •^f y ^ 

2. o Caso. Si ce tocan las ramas de la carba, no hai en 
ente caso sino un solo valor de y\- y si el contacto es del or- 
den (»—!)» no h%brá sino un. solo valor para y\ y"....y^^"^^ 
(Qúm. 731) paro deberemos hallar muchos para y^'*^. Y con^ Ia 

•caaekm derivada del orden n tiene la forma Jlfy^'^^ -{-...=: O 
siendo también JIf, en este caso, el mismo coefíriento (ndm. 63&) 
que el que tienen y* y". ...en las derivadiMi sucesiva^; y como a^e^* 
1090 esta ecuación es de primer grado y está eseuta de radi* 

eales, no pnede darnos muchos valores de y ^^^ para un solo va- 
lor de « y de y: tendremos también aun que Jf=z O, y por con- 
siguiente .V^O, por la misma razón que en el ndm. 700. 

Do aquí concluimos que para hallar los puntot multiplot dé 
«fia cwb<íy igualaremos á cero las derivadas M y N de su ecua» 
eion V=:0, lomadas, alUmaÜvamente respecto á y'y á x, y eli* 

ni^mndo m seguida d x « y enire dos de estas ecuacian9s 

« 

M = 0, N=0 y V=0 ,(l) 

woh hs valores reales que satisfagan á la tercera serán los. únU 
cas que podrán pertenecer á los puntos múltiplos^ 



^^ Calculo OTPEnsNciAtC 

ÍDecímos que podrán pertenecer^ porque estos puntos pueden 
xnui bien no pxistir con estas ecuaciones!, según vamos ahora á 
ver. Pasaremos i la derivada do segundo 6rden (ndm. 6&6) 
J»fy"^Py'«-J-&c.=0, y tomando los dos valores correspon- 
dientes de x é y que acabamos de hallar, los sustituiremos aquí; 
y" desaparecerá, y el valor de y' nos lo dará una ecuación dé 
segundo grado. Si las raices son reales, habrá un punto duplo; 
las dos tanj entes á estas ramas las determinaremos por medid 
de estos valores de y y nos darán á conocer la dirección de 
las curbas en este sitio. 

739. Pero si las raices son imajinarias, habrá en leste sitio 
un punto sin tanjcnte, y por consiguiente enteramente aislado 
de las ramas de la curba; á este punto es al qutf se llama Pun» 
to conjtigado. Con efecto si para el valor a do abscisa hai un 
punto do esta naturaleza^ deberán sor las ordenadaa inmediatas 
imajinarias; si suponemos que á la ecuación Vz=l O se le h A dado 
la forma de yz=:fs y si hacemos en ella á x igual 4 a 4^/^ 
tendremos que el valor correspondiente de y 6 / (o 4-^), será 

imajinario cuando h sea mui pequeña. Sóa y^'^^el prirter coeficiente 

que en esta serie sea imajinario: como la ecuación My^^^ + &,c. =r O 

fto puede presentarnos á y^^^ bajo esta forma, en visU de que dicha 
•cuacion no tiene rameales, ni aun después de habct eliminado 

¿e ella á y\ é y" y^'*"^S es por consiguiente indiipetiBablé 

qUe se JtfsO y JV*r=:0. 

Y así "es que los puntos conjugados están comprendldoa eü- 
trfe loe puntos que dan las ecuaciones (1); pero oe distinguen 
en que la curba no puedo tener tanjente en ellos; y mí y' debe 
■er imajinaría, siendo x é y reales, 

740, Pudiera suceder mui bien que todos los términos ^e la 
derivada de segundo orden desapareciesen; en este caso noe seria 
preciso recurrir á la de tercer orden, de la cual desaparecerían 
y"» é y", y contendría y' elevada al tercer grada En esto caso 
habria un punto triple siempre que fuesen las tres raices reales» 
y de no ser así no habría punto múltiplo. 

Cuando nos veamos en la precisión de rccurrír á la ecua* 
cion de cuarto orden, en la cual y' está elevada al cuarto grado. 
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en este caso decimos tendrá la curba un purUo cuadruplo, duph 

6 conjugado segnn sean las cuatro raices reales, ó dos de ellas 

imajinarías* ó finalmente que ninguia sea real, y así en se^^ida. 

741. Presentaremos ahora algunos ejemplos de esta doctrína* 

I. Sea ay*— x'y-^ftx^^O; de aquí sacaremos que 

1.®. . . . (Soy»— «V— My+&)=o 

«. ®. . • .6ayy*«— 6xy— 6«(y+6)=0 
3.O. . . .6oy'» — 18«y*-^6y^66=:0. 

Hemos omitido los términos en que entraban y^', y "*.... por* 
que en lo que sigue del cálculo deben desaparecer. Do los va* 
lores 

3ay»— at'ssO y s(y4-&}=0, 

sacaremos y =:— 6 y a? = V (3«¿')» cuyos valores no cumplen con 
la ecuación propuesta: y x^ O é y=r O: por consiguiente el oríjeH 
et el dnico que puede ser un punto múltiplo, Pero como todos loa 
ténuinoe de la derivada del segundo orden desaparecen, los de 
la tercera so reducen á ay**= 6, cuya espresion no nos da para 
Sf* aino una raiz real; sigúese que la curba propuesta no tiene 
ningún punto múltiplo. 

II. Tomemos por ejemplo la ecuación y^— x<^x«-4-3x*y*:=0* 

de aqoí sacaremos que 2yy\ty* +2x^)+4t^^^5x*+Sy*x=sO. 

Sentando ahora las ecuaciones y(Sy*+3'*)=0 y x(4x'.— 5x« 
-4»6y*]=:0, haOaremos que x=0 é y=0 son los dnicos va- 
lores que pueden cumplir con estas condiciones y satisfacer á 
la ecuación propuesta. Las derivadas del segundo y tercer or- 
den 'son según ellos nulss; la del cuarto orden se convierte en 
y*<-f«Sy''-|«l = 0, coyas raices son imajinarias: y de aquí concluí- 
moe que el or^en es un punto conjugado.^ 

m. Sea ahora x*—2ay» — 3aV— ««'«*+«*= O, (fig. Í9), 

tendremoe que — 6a( y -|-a)yy'+4x(«»— a») =0 

— 6a(2y+fl)y'«+12«»— 4a» =0. 

Veamos ahora como se halla la figura de la curba, la que 
■aVemoe es simétrica respecto al eje de las y, por no ha- 
Uaise X en la ecuación propuesta con otros esponentes que 

13 
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esponentes pares. Haremos a 

y combinando estas ecuaciones con la propuesta hallaremos que 
no puede tener la curba sino tres puntos múltiplos, á saber 

en Z> y Z>' que nos dan y = y j= 4-a 
y en ^ que son a;=0 é y = — o, 

estos puntos son dobles; las tanjentes Ec, Ef, Da, X)6.... for- 
man, con Ax , ángulos cuyas tanjentes tienen por valor á 
y*=s\/| respecto al punto J5, c y':=:Ñ/í para los puntos D y D\ 

Respecto al punto en que la tanjente os paralela a las r, hare- 
mos á ^' nula, óO=:r(z''— íi^;, l.®x = corrcsiwnde áy = — <t, 
cuvo valor vuelve á darnos el punto £, respecto al cual y es §-, 
y no =0; también hallaremos el tnárímo en F, y=r3a. 
í. ® g=s*f^o nos da, ademas de los puntos D y O', los mmi» 
na* en O y Hf rc8i)ccto á los cuales es y=— ^'i. 

Finalmente, y'=00, 6 y{yJ^ma):=zO nos da i conocer los 
pontos / y G, en que la curba tiene su tanjente paralela á las 
y: y hallaremos que J¡Bz^JÍC = DE. 

IV. Sea aun la ecuación x^ + 'iaz-y — ay^^O (fig, 30); 
üjicaremos de ella que ay'(2x«— 3y2)+4x(xa+oy)=0. 

Después de haber hallado que solo el oríjen puedo sor un. 
punto múltiplo, llegaremos á la derivada de tercer orden, que 
nos dará y'=:0 é y'^r + v/^. Y así es que en »4 hai un pun- 
to triple: la curba tiene por tanjente al eje de las «, y á las lí- 
neas ^6, Ac, que forman entre sí un ángulo de 45.® 

Hallaremos también los mciximos 11 y O haciendo á y'=:0; 
6 «(«»+oy)=0, 
y de aquí sacaremos que yz=— a y xz=::^a. 

En fin los hraites G y F se hallan haciendo á y'=sC0 > 6 
2x«=3y»; 

de donde concluiremos que Jf=dt3^V^ i^yzH'^^la. 

V. La ecuación y* — a4:y2+j;*=:0 (fig. 31) nos da 

1. o 2yy'(2y» — az)+4x3 — ay^i=:.0^ 

2. o ... . 2(6y^— ox)y"2 — 4ayy' + 12x2 = 0, 

3. =>. . . . 24yy'J — 6ay ■'4-2-ir — O. 
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ffaflaremofl qii<¡ el oríjen M un punto trípla: y como tcffiemóf qü« 
y*=0 é y'=s CO , conctuimoe que los ejes ion tanjentet á la curba* 
VI. Podremos también ejercitarnos (^fig. 32) en la eeüacion 

y«-4-x«.*>3ay3<4*^^'y=^> ^^^^ curba tiene asimismo un puntd 
triple en el orCjen. f^éate aun el ejemplo IV del núm. 337 {ñg. 38). 
742, La indagrtckm de los puntos múltiplos ee mucho mat 
sencilla cuando la ecuación es esplícita. Hemos visto (núm, 69iQ 
que la abscisa correspondiente debe hacer desaparecer un radi« 
€al del valor de y, haciendo nulo su coeficiente. El grado de 
este radical depende del número de ramas, y el esponente del 
ooeficiéote determina si hai una simple interseoeion ú osculación. 

La ecuación y = (I— a:) V (2— «) nos day'= — ÍIUl. 

2>/(2— r) 

Cuando «=1 y pierde un radical, que no desaparece de y*. Y 
«sí hallindosc el oríjen en i (fig. 33), fC^rl nos da un punt6 
flapto en C, en el cual se cortan las ramas formando ángulo 
recto por ser y'= Jb)* Ademas jr=:{ nos da los mázimosidll 
P j D'i M=z2 fíja el límite A de la curba. 

kespecto á la ecuación y =(2 — x) \/(i_,), vemos que 
la curba ¿ quieu pertenece tiene un punto conjugado cuya abscisa 
es jr=2,porque en los puntos próximos á éste y es imajinaria. £1 
oríjen es también un punto conjugado en la curba cuya ecua- 
ción es y=xV{*— &)• 

Por fin y=(x — a]W{x — ft)+c, en la cual a>6, es lá 
ecoacioa de la curba EDFO (fíg. 34) formada de dos ramaá 
quQ tieoea en D una misma tanjente ED. Si jr— -a hubiese 
estado elevada al cubo, las dos ramas hubieran tenido el mismo 

círculo osculador, &c. Ademas un punto triple, cuadruplo 

lo tnímcian un radical de tercero, cuarto grado. 

Habiendo descrito un círculo con el diámetro Al^zSr (fíg. 33); 
n hacemos que una recta .^F jire alrededor del punto A^ mien- 
tras que PJ^y perpendicular á Aí^ resbala paralelamente k ú 
misma. Y se nos pide determinar la curba AMC formada por 
los puntos M de sección de estas dos rectas movibles, siendo 
ademas el punto JV constantemente la mitad del arco AJff*% 
tuHendido por AF. Colocando el oríjen en C, tendremos que 
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las ecuaciones de las rectas movibles PJV y AF son ar= a 
é y=:/3 (x — r); las coordenadas del punto Jlí son CP = at 
PJlf= P(a-— r); como ademas vemos que P-AT es una orde- 
nada al círculo, será PJV« = r«— a". Pero como JV* es el pun- 
to medio del arco JÍ JVF, tendremos que el radio CJV es per- 
pendicular á la AF, y resulUrán semejantes los triángulos APJ^, 
y CPJ^T; de los que sacaremos, 

AP ^PJf ^ r— > _. V(r«— .g») _, — t, 
PJÚ '^ PC p(a— r) a ^ 

tal es la ecuación de condicien entre los constantes a y (niím. 
4623^ si las eliminamos, por medio de las ecuaciones jr= a é 
y=(^ {x-^r) nos resultará, por ecuación de la curba propues- 
ta la siguiente 



y= ±« V ( ^ y, y de aquí stcaremos y'=: 



fiLcil nos será reconocer en esta ecuación la curba representa- 
da en la figura 33. El oríjen C es un punto duplo, en el cual 
y'^+1; las tanjentes en este punto están inclinadas respecto 
6 la Ai, 45, ^ La hofa AC tiene un máximo acia />, y la cur- 
ba no se estiende mas allá del vértice A, que es un límite. 
Del mismo modo que el punto JV mitad del arco AJVF, nos da 
á conocer el punto J^, así también el medio JST* del arco AJ>r*F 
nos dará el punto «V; de este modo tendremos dos ramas infi- 
nitas CO y CO'\ los puntos O y O'de sección con el círculo tienen 
por abscisa á — ^r. Estas ramas tienen asimismo por asyntotM á 
la tasjente al círculo en el punto /. 

Concavidad, Convexidad, y puntos singulares de ¡as Curhat, 

743. Podemos hacer uso de las diferentes situaciones de las 
tanjentes para la indagación de la figura de las curbas (406,411}. 
Dada la ecuación y=rjx, y su tanjente en el ptanto {x,y), com- 
paremos las ordenadas correspondientes á la misma abscisa X'-^h 
(núm. 722} ñg. 32. 

rn=:y+y'h, y /(*+A)=:P'Jlf =y+y'A+íy"A>+..,. 
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Como sabemos que se puede hacer á k bastante pequeña 
para que el signo de ^y''h sea el del resto de la serie, tendre- 
mos que la ordenada de la curba es mayor 6 menor que la de 
la tanjente, según sea y" positiva ó negativa, de modo que la 
curba vuelve acia el eje de las x su convexidad en el primer 
caso y su concavidad en el segundo. Sucederá lo contrario ai 
■on negativas las ordenadas; luego una curba vuelve su coneO' 
vidad 6 MU convexidad acia el eje de la$ x, e^un y é y" tie^ 
nen el mismo signo 6 signos contrarios. 

Es fácil ver que en el punto de inJUxion Jd (ñg. 39 y 40) 
en que la curba cambia su concavidad en convexidad, debe 
también y" cambiar de signo, para lo cual se requiere que en di- 
cho punto y** sea nula 6 infinita; á no ser que y cambie tam- 
bién de signo al mismo tiempo que y", en cuyo caso, el punto 
que consideramos se hallará sobre el eje de las x. Este es el 
aaonto en que vamos ahora á estendernos. 

744. Después de haber tomado un punto (a, p) sobre la cur- 
ba propuesta, para conocer si este punto presenta alguna par- 
ticnlaridad , es decir si este punto es Singutar, nos será preciso 
comparar las partes de la curba situadas á uno y otro lado de 
4iehe punto, es decir las ordenadas /(a^ A). En esta compa- 
ración distioguiremoa dos casos. 

l.er Caso. Cuando el desarrollo de f{a+h) no contiene ntn- 
gwí término en que entre h con esponente fraccionario cuyo de* 
nominador sea par y sea por ejemplo 

Jl(L+h) = R+M^ +Bh^ +...,. 

Los coeficientes de este desarrollo son reales, porque si fuesen 
imajinarios, tendríamos que el punto (a, P) seria conjugado 

(núm. 739). Ademas [sea cual fuere el signo de h] h ,h ....se- 
rán reales, de modo que la curba se estienda á uno y otro lado 
del ponto (a, P). 

1.^ Si el desarrollo de/(a-f-A) es defectuoso desde el se- 
gunde término «^A^, ó si a es una fracción > O y <!, y' ct 
infinita (núm. 696), y en el punto (a, fi) es la tanjenteper^ 
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f>cndicu]ar á las x. Hallando las derivadas con relación ¿ /i, 
tendremos 

El valor de/' (a +A) es el destinado á darnos la dirección de 
la tanjonte perteneciente al punto de la curba cuya abscisa e« 
*a+^ por ser enteramente indiferente el que haya variado x 
i> k en la cspresion /(x+A ) [l'^éase la nota perteneciente al 
uum. 702] 

Esto supuesto sabemos, que cuando h es mui pequeíia, el 
Agno de Ah y de sus derivadas decide del de toda la serie. Su- 
pongamos que a es una fracción tal como !^, en la cual n es 

n 

impar; si también lo es m, tendremos que la ordcnada/(a-f-M 
crecerá por un lado /le la ordenada tanjente y disminuirá por 

el otro, porque AM h cambia de signo á una con h. Por consi- 
guiente en este punto Lai una inflexión di6pue^^ta como se ve 
en las figuras 35 y 36, según sea A positiva ó negativa. 

Con efecto, /"(a -f- /i] varia también de signo á una con h, 
porque a— 2 da á h, en el primer término, un esponente im* 
par m— 2n; y así es que la curba presenta por uu lado su 
concavidad y por el otro su convexidad al eje de lasx (núm. 743] 
Hemos construido las dos ecuaciones siguientes: 

y=e +(*—«.)• (fig.35) 

y=3— (x— af' (fig. 36). 

Xo mismo diremos respecto á las ecuaciones y*=;a'x é (y— 1)» 

''^ "^ • n m 

Pero si m es par, A^ h tiene el mismo signo que A; «ea 
cual fuere el signo de /i, de modo que las ordenadas prÓGomas 
á la tanjente y situadas á uno y otro lado de ella, crecen cuan- 
do A es positiva, y disminuyen en el caso contrario, poco mas ó 
menos como en los máximos. La curba adquiere en este caso 
h forma indicada en las figuras 37 y 38 que llamaremoa CerU" 
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toiile [*]. El signo de/"(a+^) es patentemente negativo en 
la una y positivo en la otra; de modo que la curba debe pre« 
sentar al eje de la x, hacia los dos lados de la ordenada tan- 
jente, su concavidad ó su convexidad, según tenga A el signo »(;« 
6 el — 

Las ecuaciones y=j5+(^— *) ® y=|3— "(J^ — a) ^^ 
dan por medio de su construcion las figuras 37 y 38. Otro dp 
estos ejemplos nos suministra la Cicloide. 

2. ® Pero si no fuese defectuoso el desarrollo en los dos pri- 
meros términos, es decir que azzzl y 6^1, en tal caso no 
s^ria y' infinita y A seria la tanjeute del ángulo que formaba 
con él eje de las x la recta que tocaba á la curba en el pun- 
to (a, ^); dicha recto «eria paralela álasx siempTre que fuese 
A =0; y estaría inclinada 45. ° cuando «jfl = 1 , &^- 

/ {a.^h)zs:p+Ah+BK^ +.... 

r{cL+h):=zA+bBh^^^ +.,.. 

/"(a+/i)=r5(6— l)m*-^ +.... 

SégtHi esto, si el esponente b es un numero par, ó una 
fraoenn ttsfo numerador sea par, no presentará la curba nada 
de partíeolar en el punto (a, P), porque se cstenderá d uno y 
otro lado, sobre la tanjcnte si B es positiva," y debajo de ella 
eaando B eé negativa; siendo la diferencia entre las 'ordenadas de 

estOB do^líneaQ BA -{"•••> Vemos t amblen que eq este caso el 
eigno de /"(a +A) es el Qiismo que el de j?. . .. 

Todo esto tiene lugar en la ecuación y= p+a:'+(a:— a)'* 

Sin embargo de todo esto si fuese azzz O, habria un máxi- 
mo 6 un mínimo [Véase ntím. 719]. Así sucede en la ecua« 

cion y =: 13 +k{x — a )^. 

Cuando b es un número impar, 6 una fracción cuyo nu- 



{*). Htmoi, preferido las denominmciones de Ceratoide y Ran^ 

foidé á Uu de retroceso de primera y segunda especie bajo las 

cvúiet eran conocidos estos punlon» Bitas voces son derivadas de 

Uu griegoa Ktras cuerno, ílanifi/s, pico de pájaro, y Eidos formv 
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mcrador m es impar, 6=^; Bh\óB\éli!^ varia de signo se- 

gun cambio h\ por consiguiente las ordenadas crecen por un 
lado y disminuyen por el otro: ademas /"(a + A) se halla en 
este mismo caso, porque el esponente de su primer término es 
también un número impar 6—2, 6 una fracción cuyo numera- 
clor m— 2n es impar, luego en el punto (a, P) habrá una in- 
Jlecsion^ cuya disposición depende de la dirección de la tanjen- 
te, y del signo de B. 

Ved aquí varios ejemplos de esta doctrina. 

d.o.,..y=:r— .(*— a)»; 4.0y=z:— (x— a)* (fig. 40) 

6.<^...y=:— x+(x— a)', (fig. 43) 

La tanjente está inclinada 45. <=> en los ejemplos 1.® 
y 3.®, la misma se inclina 135.^ en el 5. ^ y es paralela al 
fje de las x en el 4.^ 

Si 6 es entera [es decir 3, 5, 7...], y" eis nula; podremos 
en este caso asimilar el teorema al de los máximos (nüm.717]. 
No puede cada una de las raices de y"=:0 corresponder á 
una inflexión, sino cuando la primera délas derivadas y* y"" 
que dicha raíz no haga cero, sea de orden impar. Si 6 no fue- 
se entera, como es ^ 1, y" jes nula 6 infinita, según sea 6^ú^2. 
745. 2.° Caso. Cuando ti detar rollo de í (^ol ^h) contiene un 

radical par t una de las ordenadas /(a+^l "/(a — íi) es ima* 
jinnria; la otra es dobte á causa del radical par que introda- 
00 en ella el signo +. Así es que la cnrba no se estiende 
flino á un lado de la ordenada f), y tiene dos ramas. 

1. ^ SI el desarrollo es defectuoso desde el segundo término, 
tendremos que a está contenida entre O y 1 ; y la ordenada [^ es 

tanjente. Supongamos que sea a= — , siendo n par, eltérmi- 

n 

n 

no +^V^ nos dice que el punto (a, P) es un Límite de 

la curba en el sentido de las x; y dicha curba tiene la fonna 

lie la JVWQ 6 J>í'JiIQ' (fíg. 41) según debamoe tomarán con 



Calculo ttivcitiCNCiAi:..' 100 

«j| figno +6 — ; una de las ordenados es > 0^ y la ot|«. 
es 4< 6 PJÍ\ ademas, respecto á los puntos próximos á 
•Af, tenemos que uno de los valores/" (a 4- A) es positivo y otrq 
negativo, lo que prueba que una de las ramas MJy es con- 
vexa y la otra J^Q cóixcava acia el eje de las z, 

Las ecuaciones y =it+-r^r(x—ayéy=&4-*!t («•—«/ 
DOS dan, una de eOas la curva ^«^JV; y ia otra la ^MJf\ He* 
moB hallado muchos ejemplos de esto en el ndm. 741. 

Pero si el radical par afecta á uno de los términos qa« 
jiguen i Ah^ , respecto á las ordenadas próximas á la que es 
taojente, fl ea ^ /( a -f>^} cuando A es positiva: sucede lo 
contrvío cuando A es negativa; de modo ' que las ramas de 
U curb^ tienen (ñg. 42} la forma QJ^Jf en uñ caso y Q*JU^ 
en el otro. Vemos ademas que siendo en eete caso /'* (a+A) 
• ám mgD» jQOBtranp á y9, debe tener \íi c^rba .esta figura, q^np 
JkmaremQB Ran/oide* 

'P^é^.eeÍLq tipne lugar en la ecuación y=firl-^«— rar 

Biempre qué h deba ser negativa para que fiti^^h) sea real, 

la ctnfMi está situada i. ^a izquierda de la ordenada tai\iente PM. 

*S. ® CRettipre qué no sea defectuoso el dosarrollo tino después 

4cíl 2.^ término, será mui fácil que construyamos á ü^l y ]^ 

< h 

ianjcnte i la curba en el punto (a, (^]. Si el término BA es el 

que tien^ el radical par, este tendrá la fbrma ':^B^h j una 
Üe las ramas está encima de la tanjentc yláotra baja por de - 
bajo, porque esta recta tiene por ordenada á F=p+^A; por 
.conlrfgnicnte hai una Cerntoiée. Tendremos que y* será nula 
6 infinita según sea 2>^ ó ^2. Respecto á la ecuación y S3 

-f-flp-f"(*"^^) (^(T* ^^) ^^ tanjente está inclinada 43.^ 

La ecuación 2y = — 1 — j:-f.2(1— r)* nos prodoce la fig. 44. 
Pero si el esponcnte, cuyo denominador os par, es superior 

al término Bh , el signo de B es sufíciente para poder dcci- 

14 
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fir cual de to ordenadas es mayefr, si la de Ja -curba, ó la 
p-t*'é/í/( de latanjeste. Vemos poes que hai una Jlan/otds. Ten» 
Aremos (fig- ^) respecto & ]a ecuación 

ya:z P+s+ax^-^by/a^ la carba QJtfJV 

y±=P+ar — Ax*+b\! x"^ la curba Q'MJ^. 

746. Concluyamos de aquí 1.^ que en los límites, en scn^ 
tido de )s8 » 6. en sentido úe las y y y' es nula 6 infinita. 
2.^ £n las inflexiones y en las ceratoides» y" es nula ó in- 



3. ^ Para hallar los puntos singulares , es preciso elejir la 
4en?jada J(fv'-4-JV=::0 de la ecuación 9('iy)=^ ^e la curba, 
JiacBr«Ar=0 ó JVr^^O, sacar de aquí, por medio de tpj[x,y) = O, 
Iw Teices que puedan ^o pertenecer a los. límites. 

á^^ Tomaremos asimismo la derivada del 2,9 urden. 6 h 

' ■ ■ • ' ■ ■, 

té y''^'-^'^ ([iie non da y'*'=5:l^, TP^^r* esto tíegwwttioíi k pri- 

toera regJa- del níím. 6C5], en seguida haremos á Q = 6 JV=:0: 
estas ecuaciones hos darán á conocer la x y la y dé los pun- 
tos que son inflexiones ó ceratoides. 

' 5* ^ £ii-4egi|ida es preciso deter4ninar el desarrollo ,,de</(¡f4'^) 
piiñL eada «lie de los .valores do x obtenidos dfi este nodo, r6 
om bien, reconocer el citito dé U curba á.unoyotoq lado ^ del 
ptlDtó-qve detennjnan. 

6. ® Las raníbides . y ceratoides pueden considerarse como 
puntos múltiplos y sujetarse al mismo análisis; ambas tienen una 
-Cujente común á sus dos ramas en el punto de retroceso. 

7. o También podemos ecliar mano en la discusión de Um 
-ecuaciones, del desarrollo de y en series ascendentes ó desee** 
lentes (nCíni. 707) de las potencias de x: y de este modo ha- 
llaremos fácilmente loe límites de la curba, en csso de tenerlos; 
y con relación 4 las ramas infinitas, obtendremos sus asyntotas 
curbas ó rectas, &c. 

Presentaremos ahora algunos ejemplos: y pueden verse otros 
mooboB en el tratado de Cramer. 

í^=:*+\/(«— 1), y=rx«+\/(a:_ft) (fig, 41). 

y=x+V(x— 1;^ y=.x>+ \/x* (fig. 4&), 
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y = V«'+íWf, y = >?(*— aV'+i: (fig. 24), 

y=^(*— 1)* (fig. 37), y = p — \/x» (fig, 38), 

y=*«+C^t«— ^? (fig.39),y~a:3+x'— Va> ' (fí'g. 40). 

Jt>á loi Superficie» y Curhcu consideracku en él espacio, 

.74X.; jBeBa ;P5r/(*.y) y:. 2:=dF(^> í^l Us e9^ac^we|(B *i| dos 
superfieies curbas; para que dichas superficies t^Qga,Q m^ BW^^ 
eommi (x, y^ c)> es indispi^iisable q;iQ para las cnismi^ ordenadas 
JS^^Mf tengamos también x=Xt é y== F. Tomemos sobre cada 
ti|ia de ettu ótrcí pbnto correspondiente á l&tr abcisas ''-{-^ é 
y+i^' npret^ntaremói, para ?ibreviar,' las x correspoiídientc» 
\¿íé¿ ^^'pbr ' ' ' 

'" ' lÁ ABlinida entre los doe puntos é« que se trata es 

«;.ty n «| wr¥W qqe P?=;2> y Q=:9. es decir, síUmi di(f|r(ui. 
cialeí pardal^ do primor orden do las dos funciones f y F (uef^ 
mtf0fíútn^fP^tfi ígiiftl^ repitiendo el racipeinio que kicimos ntm. 
TSft fivfíw^. <|M^ ^^^^ tercera superficie no podrá- apro^in;^- 
«a. á Ifi ^Qs primeras taqto como lo que éptas sie aprgjUipqLn ^n? 
|B8 4^ á na ser que esta tercera superficie cumpliese con estaf 
anpppjQff co^icibnes rpapecto á eiia^; en tal caso habrá un coniffp^Q 
fk,^jpfrvmr áK4e^ Para el cojitaoto de segundo <)rdeQ^ aerá^ prir 
iBJifp qije ^d^rnu^ de la igualdad de Iti» diferencias d^ qu(^ c^fr 
)l|P(qf de .tablar» fií^caen también iguales entre sí, la« Ajifdxe^^ 
fiipf-y n ariftUai iel aogundo orden, 6 

»:-. .-I- ,- Jíaco, S3=#, r=:/. 

•• Por ejemplo, la ecuación de cualquiera plsno es (nrtm. 610) 
2ss¿jÍ3?+i>y-4"^> su posición depende de las constantes^, B y 
^y~ifnr pocemos determinar de modo que nos resulte una ótenla- 
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cion de primor urden. Siendo x^y y z las coordenadas del plinto^ 
de contacto, hallaremos que 

representando siempre por p y 9 las funciones-— y — ., sacadas 

de la ecuación z:=f{x,y) déla superficie curba;. teniendo está 
ecuación por derivada á dz=f)dx-|-^dy. 

Si eliminamos & ^, B y C hallareMos que la ecuación del 
ptsDo tsnjente es 

2— ^=:p(X— x)+v(^— y)- (•«)• 

Una vez obtenida la ecuación del plano tanjente, nos seta 
ñicil hallar todo cuanto se refiere á su posición. Por ejemplo 
el coseoo del ángulo que este plano forma con el plano xy eá 

La normal qne pasa por el punto (r, y, x) es ademas pef- 
pendicular al plano tanjente: espresando estas ooudiciones poif 
medio del analí£is (núm. 628) hallaremos que las ecuaciones de 
la normal son, 

X^x+p{Z—z)—Oy é I^— y+9(Z— 2) = ÍB), 

748. En los diferentes ejemplos que siguen daremos á conocer 
él uso que podemos hacer de las ecuaciones A y B. 
•' I. A todos los cilindros los caracteriza la propiedad distin- 
tiva, de que el plano que les es tanjente en uii > panto, Km toca 
eegun unajeneratriz; esta recta es siempre paralela á otra (núm, 
6M) cuyas ecuaciones se nos dan jr==:a«, é y^^hz, Espre- 
bemoB analíticamente este hecho, y tcndreinOfl que la superficie 
tocada será un cilindro, sin haber particularizado h curba direc- 
tHs; y por consiguiente hallaremos así la ecuación ¿e cualquie- 
It especie de cilindro. Hemos ensefiádo ya (núm. 6t7) la condi- 
ción esencial para que tenga lugar el paralelismo de un plano y do 
una recta que en el caso actual es (6 A =:p y JB= 7) 6 apJ^hq^ t 
que es la misma ecuación que buscamos. (Véase número 905 j. 

II. £1 plano tanjente al cono posa por la cú^de. Introdui- 
camos en lugar de X^ F, y Z en la ecuación [A) las coorde* 
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ÍMid^ a, & y c (le este punto, y hallaremos que la ecuacioii 
JT^— cir:¿) (x— a)+9(y — 6) espresará la propiedad que caracte- 
lúa á cualquiera superficie cónica, sea cual ftiere la base, y por 
consiguiente será la ecuación jeneral de esta superficie (núin. 705). 
III. Figurémonos que una recta corte constantemente al eje 
é% las z y que permanezca siempre iiorzontal, al propio tiem- 
po que resbala por la periferia de «ina ciirba, dicha recta enjen- 
erará una super^eie denonúnada Conoide-^ por su semejanza oda 
im tono cuya cúspide tuviese una arista. £J carácter distiativo 
tie estas superficies, es que cualquiera plano las toca según 
moa ^neratriz horizontal: esprcsemo^ ahora esta propiedad ana- 
^caiáente. Haciendo Z=:z en la ecuación {A) tendremos 
(2C— ar]p-^(F— y]9=0: estas son las ecuaciones de una hori. 
^Dtol trazada en el plano tanjente. Para que esta recta corte 
al <^ de las z es indispensable que su proyección sobre el pla- 
na de las :ry pase por el oríjen ó que px+9y=^0> tal es la 
ffuaiffiffii de todos los conoides. 

* IV. Cualesquiera normal á una superficie de revolución corta 
il.eje alrededor del cual se efectúa la revolución: luego si eli- 
miiiftmos á Jlí, y, 2, entre las ecuaciones de la normal {B) y 
laa del ó® de revolución, la ecuación en x, y y z que nos re- 
talte asesará la propiedad enunciada, y será la de la super- 
ficie de revolución, sea cual fuere la curba meridiana. Por ejem- 
plo ti el ^e es el mismo de la x, cuyas ecuaciones son X:=0 ó 
]r=:0 bailaremos por medio de la eliminación pyzzzqx^ que será 
la eeuacioD de todas las superficies de revolución enjeudradas 
alrededor del eje de las z (jídm. 705j. 

Siempre quo queramos particularizar cualquiera superficie 

ya acá cilindrica, cónica deberemos introducir en lugar de p 

y q las funciones de x c y, que determine la naturaleza de la 
cartMi directriz dada. Esto mismo lo examinaremos mas adelante* 
(Véeoee los números 879 y 880). 

749. Hemos tratado ya ( núm. 720) de los máximot de las 
fimeiones de dos variables. De lo espuesto allí, resulta, quíe 
ei queremoa hallar las z máximas 6 mínimas de una super- 
ide cnrba, cuya ecuación sea x=:/(x, y) deberemos hafcr 
pi^b j 9=0 (para el plano tanjente paralelo al do las xy) , 
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y «Uminar en seguida ^ x^ y y z entre estos tres ecuaciones; 
p«ro las coordenadas que hallemos por este medio no pertoM- 
eeran á puntos que tengan la propiedad de que tratamos, sino 
cuando cumplan con la condición [t] del núm. 720, que es la que 
Bos enseñará á dist'mguir el mórtmo del mmimo. 

750. Para que el plano tanjente sea perpendicalsH* al plano 

ya, es preciso que su ecnaeioa se reduzca á la forma 2-^r=sq 

{Y^-y) [ndm. 615]; según esto ser4p=0. O mas jeneralmen» 

te, sea 

Pdr + Qdj/+Rdr=;0, 

la diferencial do la ecuación de una superñcie (núm. 704); P =0 
€9 la condición que espresa que el plano tanjente es perpendi- 
cühir al plano ys. Por consiguiente es preciso que las coor- 
denadas Xj y y z del punto de contacto cumplan con la ecua- 
ción P=:0, y con la Q (ar, y, 2]= O de la superficie. Estas 
son las ecuaciones de la curba que goza de la propiedad de 
que el plano tanjente sea perpendicular al plano yz; esta 
curba es el límite de la superficie en sentido de la? yz. T así 
fí eliminamos á jt, tendremos la proyección de la superficie so- 
bre el plano de las yz. Hallaremos del mismo modo la pro- 
yección sobro el plano xy eliminando á centre (p = y 11=0: 
las dos ecuaciones P=0 y Q=0 se refieren al' máximo 
de z &c. 

Por rjemplo, respecto á )a eafira (núm. 614) cuya ecuación es 

hallaremos que la derivada con relación á z sola es 2— -czzO: 
y elimioando á ar, tendremos {x — o;"+(y— 6)«.-=:r* que será 
la ecuación del círculo proyectado sobre el plano ry: Jo que 
ya sabíamos ser así. 

751. Proyectemos ahora sobre el plano «7 el arco « de cur- 
ba colocado en el espacio, y en seguida desarrollemos [ntím. 
287, 4. ® ] el cilindro formado por todo el sistema de las per- 
pendiculares, bajadas desde los diversos puntos del arco á dicho 
plano: la base es un arco A proyección del arco #. Y como po- 
demos concebir este arco s referido ¿ las coordenadas rectan- 
gulares ^ y Xy por ostar A estendido en línea recta; tendremos 
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qae el área t áel cilindro y la lonjitud del arco s nos serán co* 
nocidas [números 727 y 728] por Bied<io de las rdacionee t' 5=« 
y *'«=l+ar*«, en las cuales las derivadas están referidas á la 
variable principal A* Si queretnoe ahora que sean relativas á x 
tendremos (núm. 694) que 

d/rrardA y di«=dA*+d2> 
Pero eomo el arco A está referido á las variables del plano 
jry, de inodo que dA'=da'+dy'; sigúese que 

d/=zV(d*»-f dy»J 
d*«=dx»+dy»+dí». 

Una omrba icolocada en el espaeio se nos da, por medio 
de las ecnacionea de lae dos superficies en cuya intersección 
se liaila, talea como las ecuaciones Jií=z O y JV=: 0; si de aquí 
aicaino» las diferencíales dy y dr en funciones de a; y las in- 
trodncimoa en las ecuaciones anteriores, tendremos que sus inte- 
gralea nos darán primeramente el área t del cilindro recto, que 
tjefi9 |K>r base la proyección del arco , y está terminado por 
esta mismo arco; y en segundo lugar, la lonjitud del arco rec- 
lificaido. 

7$f. Supongamos que el trapecio curbilíneo CBJiíP (ñg. 22) 
yt^ 'alvadador del eje Ax\ determinemos el volumen « y el área 
11 ¿el cuerpo de revolución que dicho trapecio enjcndra, siendo 
CQUOcidn la ecuación yzr^fr del arco JBJtf. Sean v=Far y ii=: f jr; 
no tenemos ya que determinar otra cosa, que las funciones 
F y 9* Atribuyamos á ar el incremento PP' =:A; con esto, las 
cantidades y, v y u se convertirán en jz+A:, r+i , y t/-f-/; y 
hallaremos que 

^ *::=y'A+ , iz=LV'h-\ , l=zuh + 

t H aeliD esto, solo nos resta, para poder aplicar el método de 
MwteOt el determinar los magnitudes entre quienes se liallan loa 
klflfiaaieDtoa t yi, sea cual fuere la pequenez de A. 

1. ^ Loa rectángulos JÜPP'Q y LP' er\jendran en su revo- 
kieioa alrededor 4e «^x, do£ cilindros cuyos volúmenes son iry'A y 
y 1t{!ym^mJt)*h {púm, 308j: y como su razón tiene por límite la unidad, 
y VQBKW ademas que el volumen i enjendrado por el arca AÍJ^ 
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P'P está intermedio á los dos cilindros mencionados , sf- 
l^uese que tamliien la unidad debe ser el limite de la razou 
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2. ^ La cuerda «^•^' y la tanjente »MH describen troncos de 
conos, cuyas áreas ( núin. 290, 3. ® ) son tt (¿^-f-it) . JÍM' , y 
'n[2y+y'h) . HM: la razón de JiíJT á Jf// se aproxima cada 
vez mas á la unidad (n(íro. 727): y el límite de la razón de fas 
do8 arca3 mencionadas es por consigniente uno; este mismoi 
es también el limite de la razón de 

en vista de que el área / descrita por el arco JOf ' se halla 
entre las dos primeras, sea sual fuere la pequenez de h. Luego\ 

u' = 2iryV(l+y*)=2Tr2/#. 

Introduciremos en estos valores do v' y u* en lu^r de y 
¿ Jxy y en seguida las integraremos: es decir qoe ftscendere- 
9)08 á las funciones v y u cuyas derivadas son [ndm. 81 IJ. 
753. Tracemos sobre un phino APB (ñg. 47) nn trtpecio 
CDEF, Sean cdef^ y a bu proyección sobre otro plano AQB, 
y el ángulo que forman entre sí estos dos planos: supongamoe ade- 
mas que los lados CD y EF sean perpendiculares d la intersec- 
ción AB: según esto tendremos (núm. 354) que c<i = C¿>X eos % 
y ef^zEFyicos a: luego el área del trapecio será ' 

cde/z=^hGHy,{CD+EF] cosa=CDJ5;Fxcosa. 

Esta relación entre el trapecio propuesto y su proyección, 
tiene también lugar en un triángulo cualquiera DIF (fig. 48) 
porque tirando las CD y EF perpendiculares á AB y W CE 
paralela á DF formaremos el paralelógramo CDEFy coya área es 
4éipla de la del triángulo DfF. Y como sabemos que cualqoie* 
rá figura rectilínea puede descomponerse en triángulos; y que 
también podemos por el método de límites estender esta pro- 
posición á cualquiera área plana curbilínea; sigúese que la pro- 
yección P «o6re un plano de una área plana cualpntra tal cofli* 
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A et igvat ai producto de esta área por el coi¿hb del 'ángulo' 
^ue forman ios doe piano* Pz= A eos a. * 

Sean ahora a, a' y a" los ángulos que una área plana w9 
forma con los planos coordenados; P, P' y P" sus tres proyeccio* 
nos sobre estos planos, tendreaios que 

P=^cosa, P'=iJÍ eos a' y >"=í:wí eos a"; 

elevando eetas ecuaciones al cuadrado y sumálidolás, hallñe- 
moa que 

"^'»=:P»H-Pa+P"i 

por ser según sabemos (nuro. 634» !.<>}, cos«a+^s'A,**4* 
co8*a*' = l* Luego el cuadrado de una área piana^ tea tuat 
fuerey ee tgual á ia suma dt ioi''cuadra¿oi de nít tree -preyeccio' 
nee tabre iot planot rectangularet coordenados, 

£stOs teoréknas, sirVen para hallar la estensíon dé las su- 
perficies planas situadas en el espacio , reduciéndolas á que 
puedan etpresarse por tnedío de dos Variable^. 

754. Seax=:/(x, y} la ecuación de uña s'tiperficie curba; 
tiramos cuatro planos paralelos de dos én dos, á Iga de lAs xz 
é ys ; y determinemos el volilmen F* y el área U del cuer- 
po Jlt^TEF (fig. 49) comjireñdido entre ^tos límites. Supon- 
gamos que s é y hayan recibido los incrementos 9i y ib; y com- 
partad» el punto ^M {jt, y, z) coft el puntó C, verei&os que el 
CQWpó ha adquirido el incremento ccftniifendido entre Ids ^ii^os 
JtíEj 8D, FM^ y SB\ por consiguiente Vy Uéoti funciones dé x 
é- y f^ tendremoé'qoe determinar: habiehdó crecido x la cantidad 
A é y U cantidad k, ú incremento del votútnen V iserá (núm« 703}.' 



"éT "'""SF dx» ' 2 ^dxdy " dy» " 1 

n ao hobiésetíie* hecho ci^cer sino á r la cantidad )k, 6 & y 
la cantidad k^ tendríamos que el autnento que, eñ tal cAso, ha- 
hntL recibido el cuerpo seria 

J^PRBF^^+—- ^+ 
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ei ahora restamos estos incrementos del anterior, tcD^rcxaos que 

el volumen JtfCRQ = — -AA:-|- Veríamos del mismo modo 

áxáy 

que el área JlíC=- Wc+ 

drdy 

Para aplicar á éstos casos el método de los Itmitcs^ determina- 
remos la» magnitudes entre quienes so hallan comprendidos este 
volumen y esta área, sea cual fuere la pequenez que atribuyamos 
á x: representemos por separado el cuerpo J^ICRSQP (fig, 50), 
1 . ^ El volumen del paralelipípcdo rectángulo J^PSt, es hJczi 
e) del paralelipípedo construido sobro la misma base y cuya al- 
turft es SC=z+l, es =zkk{z+l). 

Teniendo la rozón de estos volúmenes á' la unidad por 

límate, dguese que también seri la unidad el Hinite. de. 

d*r^ d*^ 

*A^*í-3— j-^+.M. y soffuo esto tondremosque — --s:jr. 

Qxáy " . ^ ^^U 

Introduciremos eu esta fórmula á /{ar,y) ea hjgár de r, y. 
eu seguida integraremos dos veces, primeramente coa respecte^ 
4 ar, ipirando i jf como constante; y por dltimo, integraremos 
de nuevo el resulUdo con relación á y sola [xian núm. 802). 
Z. ® Tiremos un plano tanjeute J«*' por el punto M (x, y, zy 
y tendremos que el arca Júf *' q' comprendida entre los planos 
J^RyMQyQt' s'R es (núm. 753) igual al cociente do su base 
PQRS dividida por el coseno del ángulo que dicha área for- 
ma con el plano xy, es decir (níím. 634 1.©) que es 

Fácil nos será ver, que el límite de la razón de íí^AJt4-.. 

dxdy ^ 
á la cantidad anterior, ea la unidad. Luego 
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Será preciso ahora diferenciar la ecuación r ==/(«■, y) de la su- 
perficie, sacar en seguida de la ecuación diferencial dr=r;j9dx 
"i^qóy los valores de p y q en funciones de x é y, y sustituir- 
los en la ecuación atiterior, y píOr último iJütW^rarla según he 
moB. diohé arriba* I^as aplicaciones de estts fórmulas, las date- 
okos en e\ núittero 316. 

* 75S.' - Imif efaiofi, lihorft, con las tres dimebsioires 1ó qu^ hVmos 
dicln de las osculaciones de las curbás planas. Sean xsp/{x,y) 
y Z^iF{Xy Y) las ecuacioned de dos supérñcies curbas^ si cstaá 
raperficies tuvicseti un punto común (2, y, z)i para jtóder com- 
parar lo que se desvian eu las partea próxiíhas á este punto, 
éaffibiárfámos á X y x órt »+Ai y á K é y én y+A?, y consí- 
d fará n é&bfc hi diíbYeñciiL t ^^^^ ^^^ ei^^'<^ ^^ ^* Continuáremos 

7 ^ué aaimiamo P, Q tengan un significado igual respecto á 

la segunda superficie. Demostraremos, precisamente, según lo bi* 
cimos en el niím. 730, que si tenemos P=;>, y Q=9, sien- 
00 ^4l&prenc\a ^ de segundo urden respccio a A y A:, ninguna oira 
•uperfictet que rió llene estas mismas condiciones, podrá aproxi- 
man^ á la primera superficie, tanto como se aproxima la segunda: 
siadeniat tuviésemos que lis=r, $=«, T:t=<, la osculación seria 
del Éegiindo orden, y habria entre las dos superficies mayor gra- 
do .^ proximidad, en la rejion vecina al punto común, y abí cu 

■egdicíí; 

8eá por ejemplo un plano Z=.^X-)-BF4-C: este plano tén- 
4fá na c|Mita3cto del primer orden con la supctfiftfe Mz±:J\g^y)^ 
nempro que determinemos las constantes A^ ,B y C por me- 
dio de las condiciones siglircii^cs: ()rimcrá que el plano pase 
p6r él punto dado (r, y, z], y segtinda que sean A'^zp yÉttztf» 
Ui^WüppÉ nés resultará la ecuación (A) del plano tanjonte (n(im. 747) 

Respecto á la esfera, tenemos la ecuación. 

(X— o)«+(r— 6)»+(Z_c)«=zn». 

ün simple contacto en el punto x y z (núm. 704), se esta- 
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blcc^ del modo BÍguicote 

(*-r.a)-írp(*— 0=0, (y^b)+^z—c)z=iO; 

esUB tres ecuaciones, determinan las coordenadas del centro y 
por consiguiente la esfiera, en caso de no haber sino un simple 
contactQ, sv^mpre que el radio, n se^ <^onocidp. Haciendo, para 

abreviar (l<-H/^*4*^'r^ $> bailaremos por medio de la elimi- 
nación que 
^ az^x^np^y hz=:y+nq^y yc=r— w^ (1) 

esta esCera* tioi^ia el mismo plano tanjente que la superficiq; si^ 
centro se halla situado^ sobre {anormal, ecuación (B) núm. 747. 
Para que la osculación fuese del segundo orden, seria preciso 
determinar la arbitraria 9| de modo que nos resultase ser i2=r, 
^=«, y T=s<i es evidente qne no pueden satji^cerse estas tres 
condiciones, y que, hablando en jeneral, ninguna superficie tie- 
ne maa de una esfera osculadoni, así como tampoco una curba 
no tiene miis de, n|i círculo osculador. 

756. Pero hagamos que la suma de los términos del sqgundo 
orden de la serie (núm. 747) sean iguales respecto á la esfera 

y ¿ la superficie dada 6 

.» < • . ,. > 

repjresentando por a la razón kzh; hallaremos que las delira- 
das del segundo orden de la ecuación de la esfera relativas á 
3t Y ÍL y son 

]0S valores p, 9, r, «, i son funciones de jr é y sacadas de la 
ecuación «=/(«, y) de la superficie propuesta: ct es lataojente 
del ángulo que for^a con el eje de las r, una recta que las toca 
en el pmito común, y está tirada en una dirección arbitraria. 
Esta ecuadtn nos da á conocer á *— ^c en funciones de *, y y ai 
en seguida, las ecuaciones (1) no darán á a, 6 y el radio «d^ 
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Qiirbfilura de la sección dada por un plano que pase por la ñor- 
nial y la tanjente d^ que tratampe*. Podremos por consiguiente» 
UalliMT las qurbaUíras áp la superficie, en Mas laa direcciones 
ipiijtnables. 

Conádere^oa con preferencia los seccioqes cuja curbatura 
es la mayor» llagamos variar á n con respecto á a solamente; 
y sentemos n'=p(num. 717). Según la ecuación (1) es en 
este caso c*=0, considerando á '» P y 9 como constantes: 
y la derivada de Iti ecuación {2) relativa a « y q,, haciendo 
á c* nula, nos dará 

j da «qa st^iuimos queX«— f )t a +P7a 4^*— cjr+l -.f.j»> =0 í ^**^ 



mnlttplicaiidpla por a y restándola de la ecuación (2). Fácil nos 
es el eliminar á « entre estas dos ecuaciones, y llegar :\ la re- 
lación destinada á damos á conoce): á z—» c, que es la siguiente» 



—a 



^r-— e)»4-B(«— c)+(|»" =0....(4) 
6 ^=ír— .#» y B;=r(l+9»)+/(l+p*)— 2p^#, 

D9 aqui aacamoB dps valores de z— q, y ^^ seguida, la 
ecvMiCÍon (1) 90S da los radios n de la mayor y menor curbatu- 
ra de^ 1^, 8Qj»orficie, en al. pynto. dado (jr, y, 2]; finalmente , una 
de lee. em^cyines (3) nos da á conocer á a, ó las direcciones 
de estas diMt cuf^tiuras. 

Concibamoe q.uo las dos líneas de curbatura de que acaba- 
mos de hablar, estén trazadas sobre la superficie propuesta: di- 
chae tfoets son independientes del sistema de ejes á que está re- 
finida la superficie curba, y permanecen constantes, cuando cam- 
bi^nioe de planos coordenados. Elijamos el plano tanjente por 
pla%p de Vi* ^i os evidente que en este caso x, y, '» j? y q se. 
Hn indasy y que aegun esto las ecuaciones (3) se convertirán en 

c(f4-'a)==a» c(fa+r) = l; 

y de aqnl sacaremos que «a'4*<^(''*~0'~'T=0* 

Siendo — -1 el producto de las dos raices de 4, concluiré- 
moa de fqiu que las dos curbas se cortan formando ángulo j^ecto. 
l^iego «|CC6ptuando algunos casos mui particulares, en que la ecua- 
óos (4) quede satiffecba por sí misma, H en cuaiquiera tuper- 
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filie, tomamos un punto aMirario , habrá siempre dos planos, 
qite pasando f>or la nvtiieal d este punto, serán perpentHcularet 
uno tt oM y ríos darán á conocer In mñyor y fnmór curbrttura 
de la superfirie. Las ecuaciones precedentes nos dan áronocer 
estas dos dirctfciotie6 , y en sag^aida los rüdm ée estas dos 
cnrbnturas. 

757. Dada una curba en el espacio, por medio íe las ecua- 
ciones do las dos snperñcies en cuya intersección se haUa, si 
eliminamos sucesivamente i. z é y entre estas ecuaciones, ten- 
dremos reemplazados estas superficies, por dos cilindros perpen- 
(fíciUares á los planos coordenados de las xx y de las yz, y 
las ecuaciones resultantes s: z^fx y s=zFy , serán las de las 
proyecciones de la curba sobre estos planos. Toda tanjente á la 
curba, lo será también á los cilindros, y por consiguiente sus pro- 
yecciones serán tanjenes á las proyecciones de la curba; segud 
esto, las ecuaciones de la tanjente son 

SI introducimos i f'x y F'x en lugar dep y ^, tendremos que 
efiitas ecuaciones serán determinadas. Eliminando á r^ y y ;r entre 
las cuatro ecuaciones, nos resultará una relación entre X, F y Z 
que es la ecuación de la tanjente en un punto cualqtrier» átf 
la curba, es decir, la de la superficie enjendrada por una rectt 
movible, que es constantemente tatijente á la curbá. Si eéíá su- 
perficie es un plano, la curba es plana, y en caso dé no ser 
lo, la curba es de doble curbatura: por consiguiente, ttOi será 
fácil distinguiV cada uñó de estos dos casos. 

En el puntó de contacto, hai una infinidad de perpendicu- 
lares á la tanjente ; esta multitud de normales determina el 
plano normal cuya ecuación nos es fécil hallar (nttm. 6W). 

P 9 

iSB, Podemos también aplicar la teoría de los cóntuétos de 
las superficies á las cuírbas de doble curbatura, pero no entra- 
remos aquí en estos pormenores. [Véanse las Punciones anal, 
(ndtti. 141) y el Anal. apli. de iidnge]. Limitemos nnealía» 
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vadtgacioncs ¿ la detcrinlDacion doi plano oscuJador. Sean ;r=r/jr, 
é y= '^ X las ecuaciones do la curba ; la dol plano que pasa 
por d punto ix^yi^) es 

pctcnnincmos ahora á. A y By estableciendo un contactó de se- 
gundo orden. Si cambiamos á x e.n ^■4*^9 ^¿y recibirán, res- 
pecto & la purba, los incrementos 

Sustituyamos kX^ Yy Z, en la ecuación del plano, «-f-A, y-i*¿> 
y 'Hrjf» y ^^ resultará ¿;^éáA-4rJ3A:> 6 

' Detenqinaremos las arbitrarias A y D por medio de los 
do0 oondiciones siguientes, ^+Bv|;*=í/* y Z?i(, "=;/": luego 
|i' aeiMWton ¿el p/ano osculador es 

■ , ■ ■ 

Del mélodo infinUesimaL 

tS9. Va hemos oUservado (tomo I. miro. SCO) que al. apli- 
rt método do límites (m|ni. 113) á una ecuación entre can- 
I- oonstaotes y faríaliles , si podemos considerar á estas 
dhimis 4an pequeSas- cuanto quoraroos, y cuando no necesita- 
BHM (ÚB» la relación que une á los términos constante» entro 
táf iw*0»4ioaMtc ningún error en el calculo, despreciando algu- 
nos do Imm términoci que sabemos deben desaparecer por la na- 
tmmlen misma del procedimiento. Esto es lo mismo que liemos 
IMtD {nátñ* 499) si tratar del método de las tanjcntes. La cer- 
tídmnbw matemática , no sufrirá ninguna alteración por cita 
oM i ri o B Voluntaría, siempre que estemos firmemente persuadidos, 
dsqae dichas supresiones, se han ejecutado solo con las cantida- 
óm qae por la naturaleza misma de la operación deben des* 
apueoer del resoltado. 

Podemos por consiguiente omitir, en todas los cuestiones de 
esta mUuraleza, todos los términos irulefinídatncntc pequeños^ á 
lor jéometras, á una con Leibnetz, dan el nombre de m- 
pequeíiot» La supresión de esta claso de términos 
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nos abrevia mucho los cálculos, porque jcncralmcnle estos tér^ 
minos son difíciles úe valuar: y Ho obstante esto, los rebultados 
serán exactos. También podremos preséútar esta tcorftf, con todo 
el rig^r jeométrico, si próbimos que las cantidades omitidaá, son 
de la clase de las que pueden suprimirse^ Este método es pre- 
cioso, no solo para imprimir los resultados en la memoria, sino 
también en las especulaciones analíticas complicadas; y es muí 
importante que no nos privemos de un socorro tan poderoso, sobre 
todo si coll^deramos, ^que 6Íem})re pk>drémos áur al ^rócbdimiento 
todo el rigor que en apariencia le falta. 

760. Son tan fáciles Ihs aplicaciones de estas nociones' i la 
'Jeometría, ique- pudiendo haScerlas cada uno por n mismo, nos 
creemos dispensados de presentarlaB aquí. Vamos solo ¿ expo- 
ner, las que pueden liacersc al cálculo diferencial. 

Sean y, jr, t unas funciones dadas, sean cuales fueren de 

r; si X recibe un incremento dx, los incrementos que en virtud 
de cisfb adquirirán y, z....!te dáráñ á coüocér fas relaciones da- 
das, que enlazan á estas variables osa x, y tendremos 

ó¡fz=^áx+Bñí*+...,. d»=JÍ*djr+/l*dx»+ ..,.', 

Sentado esto, sea cual fuere el objeto de la o^SeractoA, tendré* 
mos que áy debe estar Combinada con d«, di..... de tal modo 
que pueda formarse una { ecuación JIf asO. /después de habet 
sustituido en esta ecuación en Uigar de dy, dir,...sus valorea, líos 
resultará, que áx será factor común , y podrá omitirse éb li 
ecuación JIÍ^O, de modo que los primeros coeficiente! •/fl,\A\v. 
serán loe úuicoe que queden esentos de ds. Pero debiéúflo mi- 
rarse ya á X, y, X..... como términos fijos, podremos hacer á 
sus incrementos dx, dy...tau pequeños cuanto queramos, de modo 
que bacicndo á dx=0, veremos que la ecuación Jlf:=: O deberá 
perder todos los términos B, S'.... Podremos, por consiguióte, 
desembarazar desde luego el cálculo de estos términos, y decir 
que dy=.4dx, dz==.4*dx... ; despreciamos los otros términos 
como injuñkimenle pequeños de segundo órden^ cuya csprosíon sir- 
ve solo para evitar una circunlocución. 

Las magnitudes se conciben, como formadas de cüslquíera 
clase do partes elementales, que se llaman Diferencialee^ reper- 
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lo liemos inilirftdo nilm G5G, F.g- 
con los vprdnJLToe cIcmonloB, no 
1 canliilailet drrpreiinblfi; w liecir, 

por medio del cálculo, si tambirn 



C.r.rm 

^tntad^B pOT Ib letra <i, eeg 
I (lile rene ialca, comparada 
difercncinn de ellos sino 
valore* q'ie düsaparoceri 
couiiderúsemos. No híllándnse el cálenlo nfrclndo do psla 
se de error, con lomar, negiin vemos, cantidudM dpli'rt 
lugar de laa verdadcrse , tciicnioa un medio de cff 
culos j coUBÍderacioiiee simples que abrevian singuli 
operaciones. 

Las esprcBionea dr y A'j •\'te son Ins diferenclaltín de r i- y 
BOD cxsctnnienle Ins incrementns de cetae variables, uun cunn- 
laa tralamus como tales . porque en lugar de temar á 

;dy=^>4dc-^Bdi' tomamos solumenle & dy:=^dr: pero snii 

«■nUdades que no se direrencinn de estos ínrrememüH, aino en 

y^rtes quo se destruyen niias á otras por medin del cñlrulo, y 

por ¡o mismo es iniitil que las consideremos. 

A ee la derivada que hustn ahora hemos representado por 

', cuya esprcsion sabemos ya liallor en toda función. Y que 

er así, lo podríamos determinar de nuevo, por medio di" Ins 

principios que acabamos de ofponer. PrescnUreinnf: nquí 

Ugiinos ejeniplofl: 

Sea y^il, siendo a y í funciones der, lonilrenioB que 

di,=[x+díU(+dO-íí=(di+íd/. 

(preciamlo á dí.dl quo no coDtienen mas qnc á i\.t'. di'.... 

leapecloí y^j"' tendremos (Ijí^ti+di)"' —í ' =:m:™~ dt 
M ilz<, di'....(vcaBC mim. ecil). 

Sea y=a' i de aquí sncarumoB iiuu ñi/^a" ' — o°=;n* 

'_|]iporo como sabemos (mím.jSl) quc»^ I+í''i+.... 

qncdjr^I:i d', suprimiendo las Jj', di' 



sLog.i nos da 

dy = l,os(.-+d.-)_ 



Ln,.=:,.„,(,+17. 
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luego a -^^z: 1 -f--^; P^ro como a ^= l-)-A;dy; sigúese que dy=r-. 

761. £1 método ínfíDÍtesi mal consiste, según vemoBy en sus- 
tituir en el cálculo, á los verdaderos incrementos que son su 
objeto, otras cantidades cuyo error es de tal naturaleza que no 
pueden alterar el resultado. En lugar de las verdaderas varia- 
cionesi que seriun difíciles de tratar y complicarían las ope- 
raciones, se toman otras cantidades mas simples, que se pres- 
tan mejor á las indagaciouos que nos proponemos, y á los 
cálculos que deben ejecutarse. Mas para poder tomar estos va- 
lores defectuosos, es indispensable que ante todo demostremos 
uo resultar de aquí ningún error, y que si agregamos á estas 
cantidades lo que les falta, estas partes sumadas se destruirán 
mutuamente. 

Y así para poder hacer uso del método con toda seguridad 
es preciso llenar una condición indispensable, cual es la de la 
igualdad de Ioé Itmüei^ 6 üUimat razones, que consiste en com- 
parar las magnitudes variables á las que se les sustituyen, en 
hacerlas variar á una, y ver si en su disminución progresiva 
su razón se dirije siempre acia la unidad, porque la wndad 
debe siempre ser «u tímile. Si suponemos que un arco d« car- 
ha BJIf (fig. 22) tiene por incremento el arco MJH* , podre- 
mos tomar en lugar del arco incremento, la cuerda JÍM* que le 
subtende, esta cuerda será la diferencial del arco, pues vemos 
que á medida que se aproximan los puntos Jí y JIf*, disminu- 
yen el arco y la cuerda, y la razón se acerca á la nnidad, que 
es su límite. Poro no debemos tomar á JiíQ por diferencial de 
JíiJk¡\ bajo el protesto de que •MM* y .^Q se aproximan tam- 
bién 4 la igualdad, y son á un mismo tiempo nulas, porque la 
razón MJÚ ' : MQ no tiene á 1 por límite. Así es que ax* y 6x, 

que son nulas al mismo tiempo, tienen por razón i -^, cuyo 

hmite es cero y no 1. 

Comparando un arco de círculo á su seno, podremos to- 
rnar los incrementos del uno por los del otro: y=:0enz nos da 
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dy^ ien (*+*l*) -^scn «, ó sen x coa d^-^Bon dar, co» ^— 99^ ^r. 
Si ahora siifMtuimQQ á sen d^, d«, y á cop d^» U unidaí), porqu9 Uf 
ray9iie8 d« e^Uf xpa^pitud^^ pe djrijen 4oia la qnid^d» hallaremos 

r^=d.f. cos^r. Pfl inisipo modo ballarcmo? 1^ diferencial 
C08X, dcarc (tanj = x).... 

Ub principip que np debemos nunca porjer de vÍ8t9, en 
flrta j^^fQ 4e consideraciones, es el de l(i íiomqjeneidtfd^ que 
comriiit^ 0n que las diferenciules deben ser de la n)Í9iP^ n^itn- 
nü^zü que ]» magnitud que se Ciii)8idera, y del mismo orden 
fUtro •(. Por consiguiente no podremos tomar por difereiicial 
df m pólido «inp otro' sólido; por l|i de qna seperficio sjno unt 
•rea, &c; no debepuos mirar á una linca como la numa de una 
■ftHw^^j ¿e puntos, ni una arca como la reunión de una serie 
de líneas &c.: ademas no deberá ninguna formula contener ja» 
MOff iino Urminoty en que sean las diferenciales del mismo arden, 

EitQ artificio, por cuyo medio tratamos las diferenciales como 
■i fuesen exactas, da lugar ciertamente á ecuaciones defectuu- 
mm mas esto no debe inquietarnos, porque estamos convencidos 
da qne el dltimo resultado no estará afectado de ningún error 
nfiopre ífie nonos propongamos otro objeto que los límites, es- 
tpfl Bon loe mismoe tanto en las diferenciales como en loa ver. 
dadejot elementos. ISste cálculo se presenta como un medio dp 
aproximación, porque reemplazamos los verdaderos elementos con 
cantidades próximas á ellos; pero como este cálculo no se emplea 
afno tü la determinación de las dltimas ro^oncp, que son unas 
mkmáa en unos y otras, el cálculo adquiere el mismo rigor del 
Aliebra; y tanto el lenguaje como la notación, tienen toda su 
•xaetítiid; porqac tan pronto como se pronuncian las palabras 
im é^fUutamenU pequeño, y diferencial, se entiende que no ha- 
€61906 uso del cálculo sino en los problemas que dependen, no 
de lf8 magnitudes quo hemos considerado, sino de la relación 
de 60a ultimas razones. Por consiguiente una diferencial es una 
pfprt$ íp /a íijfer^neiay cuya parte tiene á la unidad por límite 
de la razón con esta diferencia. 

En el cálculo integral, cuyo objeto es ascender de las de- 
lifldM á las funciones primitivas, se mira á la integral como 
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la suma de los elementog ó de las diferenciales, según tendre- 
mos ocasión de observarlo, números ti02, 806 y 812. 

Las aplicaciones de estos principios i, la Jcomctría y Me- 
cánica son mui frecuentes. Ved aquí algunos ejemplos de las 
primeras. 

762. Sea BJIÍ=# (fig. 22) un arco de curba, siendo las coor- 
denadas del punto J(f, r é y; fínalmonte sea y==/x la ecuación 
de esta curba. Supongamos que la tanjente TJtí es la prolon- 
gación del elemento infinitamente pequeño J^Jd* de la curba; que 
es lo mismo que decir que pudiendo aproximarse la cuerda del 
arco MM:=zds, tanto como se quiera á JdlJ, tendremos que 

el ángulo M*JdQj cuya tanjente es= -— ^, no se diferencia 

de HJ^Q sino en una cantidad indefinidamente pequeña. Re. 
solviendo ahora el triángulo Jlf'Jl/Q, cuyos lados son dx, dy y 
d« tendremos lo mismo que en los números 722 y 727. 

UDJ T-^iy eos 7-=^, 6enr=^. 
úx as d# 

Supuesto que el arco JÜJd'z=s y su cuerda, tienen & la 
unidad por límite de su razón, podremos sustituir el arco át i 
la cuerda, y tendremos la lonjitud de la hipotenusa, ó d«= 
V(dx»+dy«). 

Sea I el área CBJ^P; podremos tomar al rectángulo indc- 
definidamente pequeño JiPP'Qz^yúx por valor de di; luego 
út=zi/áx. 

763. Apliquemos este mismo procedimiento á laa coordena- 
das polares. Desde el polo A (fig. 25) como centro, describamos el 

arco JUQ por el punto Jd (r^ ft),y tendremos que '^^^—.^^ 

mq Am 

6 ~d¡~=-r ^"^ff® ^Q=rd¿. Tiremos ahora ItiAT perpen- 
dicular á AM; y la tanjente TW», que se confunde con el arco 
BOgun el elemento JtfJír=d#; hecho esto los triángulos seme- 



Calcoi.ó u 
i MJU'Q y TMA nos dan (vcíso nfiín. 726) 



Uu el triángvilo reclángulo TA.V, teuilrcnios que 



U„i ™=^ = 



(ir 



niM, Jtf^'=: WQ'+.WQ» ee convierto etn)í"=r=<l a '+Jr'. 

Pinaliuenic el BTca^BJU^= A comprendida entre dos radios 

teres tiene por diferencial á AMJÚ' i]ue podemos mirar eomo 

kAM^i y como ¿.WQ = iá JtfXJlíQ; sigúese de aiiuí que 

:n la revolución alrededor de Ax (fig. S!) U auper- 
íeic CBPM cnjcudra un cuerpo euyo volumen es n y el ares u, 
pero como el arco -M-M' describe la diferencial do u, que es un 
tronco de cono cuya área es^i^JÍ' (circun, J'^-f-circun. P'M') 
6 mejor rriMJU'jCcircuu. P-V, sigúese que du=airyd». Aíímis- 
aio el área JtíPP-V' cjendra !n diferencial del volumen n, que 
I ^drcmoB mirar eomo l^ual al cilindro dcacrito por JIIPP'Q=^ 
' PP'Xcirculo r-tf; luego de^ny''!'- Todo lo cual está confor- 



lue con el i 



. 752. 



I 



Sm la superficie curba BD [6g. 49) cuya ecuación supondremos 
jc ■«■ 2=;/(f, y): cuando lingatnoB crecer i x\u canlidud dr, vc- 
HiHM que el vulúnion f^ Ef'^JV* habrá crecido lomliicn la cauti- 

^ JHBfa^^dx. Si en csie rCBulUde 



4r>el volumen BJH crecerá la cantidad Jt(CSP=-=— ~. dzd^. 

^ úiúy 

A«imi«mo el arca MJ^'^iU so habrá auraonUulo en 
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Sentado esto, veremos que, 1. ® el pUnp JTrsq {ñg, 50) pa- 
ralelo al plano xy, forma el paral el ipípedo J^PSs cuyo voldmen 
es rdxdy, luego d3^=;:2dx(jly, cuya turmuU viene á eer la mis- 
ma que la del núm. 754. 

2. ® Podremos suponer que el plano lanjentc Mr's'q* , se con- 
funde con la superficie en la estension MO, y como (núm. 753) 
la base PS 6 dydr e8=J/C coa a, representando por p, la 
inclinación do cMe plano con el de las ry^ tendremos que 

j^IC - í-íü =drdy / (1 +P»+<i*}, (n»'m. 747). 
cosa y ' V I r I * > V 

Luego d^r^;; áxáySÍil +i''rl-'i')- 

785. Sea J/z^O la ecuación de una superficie dada en r, y 
y s y las constantes arbitrarias a y 3- Si damos ¿ a y va- 
lores fijos, la superficie entera tendrá determinados en el espa- 
cio todoa sus puntos. Pero si trazamos una curba á discreción 
a^bra el plano de las ry, siendo su ecuación y =9jr y estable- 
aemos que entre a y P haya la mi^ma relación p=:^a;ha- 
qitndo en seguida desaparecer á ^ de la ecuación .V, podemos, 
hteho esto, atribuir á a uua aarié de valores sucesivos. M^O 
vendré i ser en este caso la ecuación de una multitud de ao- 
peiftciae curbaa, que no se diferencian en sí, sino por la magni- 
tud a y (^ de las constantes. La serie infinita de estas aoper* 
ficics forma lo que se llama una Involuta» 

Para considerar la superficie que varia con el cambie 
de a» en doa eetados infinitamente pr6xinK>s, es preciso diferen- 
ciar i M con respecto á a, MzslO y JtfszO, particularísan, 
para un mismo valor de a ? la curba de intersección, 6 mas 
bien de contacto de laa doa superficies próximas: á esta cnrba 
es i. la que se ha llamado Caracttrutica. Si eliminamoa á & 
entre eetai dos ecuaciones, hallaremoa una ecuscion en r, y y 
s, ain a ni 0) que pertenecerá á esta curba, sea cual fuere la 
posición de 1& superficie móvil; y por consiguiente será la ecua- 
ción de la Involuta, 

Ademas, para una característica, determinada por un valor 



la caracttrfEÍicss conslde- 
A k curba que Iub uní, 
ceio; lodaa las cnracteris- 
oilo que la iiivulutn tuca 
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paiticul&r de a, bí íiacemoa variar á a. infinitamenle poco. -M 
y M' se conveitirín en M- y Af\ j lenilremoa olra spgunda caraC- 
temtíca inñnitumonle próxima á la primera. Para loa punloS co- 
munes i una y otra, tondrcmcs la« tres ecuacionci^V^O, ^^0. 
y «IT'^O, aicndo en todos ellas tas derivadas relalivus & a. sola. 
Si hacemos que a. pase por tedas Ins njagiiitudcH posibles, cada 
utiu lie estos estados nos dará puntos parlicularcs de la Jnvu' 
luta, que serán los del contado á 
radas en sus situaciones consecullv 
aa le dá el nombre de añila de r 
lieos tocan á esta arista del misnj< 
á todu las volutas según estas cucbas. Las dos ecuaciuneii de 
esta arista ae obtienen eliininaaido a n. entre las tres ctuaciu- 
ae* precedentes. 

Finalmente eliminando á a. entre laa ecuaciones M^O, 
'V=:0, /í"=Oy Jl/'" = 0, cujas derivadas siempre son reUlxi as 
¿ a. veremos tnmbieo que se obtiene el punto de la arUla dt 

78G. Tomemos el plano por superficie inóvii, Iss caractc- 
listicas serán lincas rectas, y la invotula (juzará la propiedad 
de ser una mptrJUie daarrullabtc; es decir quo podrá entender- 
se sobre un plano sin romperse ni arrugarse, aunque no la su- 
pon^uiOB flexible ni esleosible. Con electo, si lineemos jirar 
cada elemento de esta superficie alrededor de la recta de sec- 
ción con el elemento vecino, veremos claramente que todos ebiu¡t 
elementos podrán reduciríc á liallarse sobre el raismo plano. 

Las superfieics de sarrol labias pueden mirarse como forma- 
das de elementos planos de una lonjitud indefinida: de cblu na- 
taraleu son el cono y el cilindro. Hallemos ahora una ccua- 
«m que pertenezca á todas estos superficies, sin atender á la 
naturaleza del movimiento que adquiera el plano móvil. Coinci- 
diendo el plano tanjcute con un elemcuto plano, es evidente 
que J, y y I podrán variar sin que varíe por esto este plano, 
i de este plauo es la (.3, nuai. 747) ó 
Z=;..\-t-9y+ = -pr— S-y. 



128 Calculo diferencial. 

Diferenciémosla con respecto á x ^ y y ' y e^iresemos 
fy 9 y t'^px'^qy no varían. £1 cálculo nos enaefia que 
de estas tres condiciones está comprendida en las otras 4o0»-4^ 
modo que no tenemos sino estas dos ecuaciones dpssO y 
6 mas bien (conservando la notación del núm. 755] r-f-^y^css^] 
y *+íy'=0. y' depende, en este caso, de la dirección 
la cual ha cambiado el punto de contacto; eliminando á y*» m$[ 
resultará por último, que la ecuación de toda superficie ái 
Hable, sea cual fuere la jeneíacion particular, es rf^<*=rO» ^ 

Vécae el Análisis de Monge, en cuya obra ha pi 
este ilustre jeúmetra, una multitud de aplicaciones curíosM< 
la doctrina infinitesimal á las superficies curbas. 
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n. INTEGRACIÓN DE LAS FUNCIONES DE UNA 

SOLA VARIABLE. 



Reglas Jundamcnfales, 



707. El objeto del cálculo integral es volver do las funcionen 

[* dorhradas a sus primitivas; esto se consigue por medio de una séríi* 

!• principios i de transformaciones. Con el ñn do evitar las modi- 

Aaeiones que debcriaraos hacer en las fórmulas, en atención a )o.^ 

\^ iUkiente» cambios de variable independiente (núm. 694) darem^ s 

Is pfeferencia al método do Leibnitz en su representación. Siem- 

-yn que queramos indicar que debemos tomar la integral de upp 

I, haremos que la preceda el signo 5 que se le turna: i rsi 

ijf' = 4jr', 63 ladarivada de .iM-c, escribiremos dy=4jr^dt, 

% ié aquí sacaremos que y=f'i x^ í/x=:x*-i- c. 

K , 768. Examinemos la relación que debe existir entre las i\n:- 

doPd primitivasyi' i Fx de una misma derivada y\ El teorema dt 
íTiOor nos dá 

f{x+h) =/r+ y'h+\y-h^+ 

F (x+/0=:Far+y7t4-Í2/";i«+ 

ém aqni saqueremos que 

Por eonsigruiente es preciso que /x— Fx no sufra ninguna vft 
cuando cambiamos a x en jr-f-/i : i asi es que/x— Fx cor.- 
el Aaismo valor C, sea cual fuere a;^/xz=Fx-f-C. Luego, I' - 
Iflu hit /unciones primitivas gue iitntn la misma derivaday no se ad- 
entren sino en el valor del término constante * Si a cual- 
é iniegral añadimos una constante arbitraria^ esta integra* 
la forma masjeneral de gue es susceptible. 
Invertiendo las reglas principales del cálculo de las deri 
I» hallaremos otras tantas reglas del cálculo integral. S«- 
principio seráfaail concluir que 

1 



? Atfon 



180 Calculo integral. 

I. La integral de vn ¡ol n^mio t ^ la numa de lat intc^nUs d 
tus varios térininos ; coi.teriandu a cada IJrn.ino su signo i cf.ffuit:, 
ie (nOm. 062), 

II. Para integrar a f^d^fea precito auinent':r al e^poñenU 
xnia xinidaJy svpr.mii eljuclhr dz, i dividir por el esponenie ati nv 

A »»+* 

uunladoiiwin, 6G2);o S Az» dz = ^f f-C. 

Ac*i raismo Az dz o Adz : z tifiíie por intégrala — 

A 

^ . Vemos que cuando l^ variuLic se halla in t 






denominador^ te tomc^ Ux fracción con signo conl^-arif); te distuitiuy 
una unidad el capoucnt'i de la vinal/le^ i se midíipltca el denohiini 
dor por ChU espínente nsi ditminuido, 

Fj^tas reglu6 se a p litan tambion a lus fuocioucs que pueden ru 

(iiicirse a la forma des dz. Respecto a ax dx{b'i'cx^ /" 

'jbáervaraos que la diferencial Cíc t + ra* es rzca* í/jt, i como o 
primer factor de la cáprct-iun dada na ne dif-rencia do e»ta cepro 
bion sino en la constante nc, la prepararemos para durlc esta furm: 
i tendremos 

n n — 1 ; /f , n >m o m , 

nc nc 

iiaciendo a fc + rj r=í.Por consiguiente tendremos que bu inte 
grai &ers^ 

. La tranüíbnnacion que ha, introdopido a>r eD ^.cákulp,.na (| 
]iara n^ada ue<-esaria, i por W tanto cpuvencjrsí quQ ealA^ap^Vi 
]a suprimamos, puepk no hace síau, del^ijitaf oj Jgropgdf n^i|}p^^ . j(E 
cálculo. 
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TI!. La i^la precedente es defecutota ^empro que scm m=: 

— 1 porque cVi este caso hallrr^no' qu^ ft'^ í/z= »: pero es- 
to sucedo a caQsa de que la integral j ertenece a otra especie de 

fuildk>n«d. Sabemos (nfím. 679) que jr — =í /« -}-C. B^l tniímo 



modo/*— =i(á+*)+C. 



S tndn-fftnfcifm ettyo múneraúor ei ¿a éifermnal dHdmki- 
9tínúd9r^íi€H9.p(ir iníegrnl al logaritmo de el r/enominoflor, Eb m»> 
•fcte cMO, i pftni mayor comodidad de los cálculos escribireim» en 
loffUcesifOf la4!oi>«tai>te arbitraria bajo la^rma do / C 

Para integrara -^ , observaremos que pre^cÍDdiendo il<.! 

factor constante 5, esta fricción está comprehetldida en la regla 
^trecedente : por consiguiente la propararemba cohao sigue 

IV. Toda frnccifm cuyo denominador es vn radical citadrudi/ i el 
numerador la diferencinl de inj'uncion afeitadi del radical, lien t 
por ifUegi'ai el duplo de este radical (nüm, 670) i así 

V, Una de Íé(f teclas m ai importantes i que por -h) tanto debe 

llamar mas rtiettra atención es hi de la inte^racibtf ^r partes; ci 
Principio en que se funda es el siguiente. 

H«naiyiÉI»(nto.663} quod (AtO=ndt4-'tJki : luego integran- 
do 



nl=fndl+Jldn. 
» por ultime ,' 

1*^, despuCM dñ haber descompuesto una diferencial propuesta en dt^ 

/*(fQre«. démpiií^ i^e 41/10 de eüos sea directánktnte iMe^rahU^ inte - 

t^'^Ttmos tmndérkndo al <krofííC0f€ct»o ifóHtianhrTm'ó en ftgiti- 



\ 
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á: reslaremos del vítor que obluignmos la integral de esta mitma 
nntidad dijcrencinda sahmenlc respcUo a la función gus se conside- 
ra como constante, 

1 asi para int«^grar Ix dx, miraremos a dx como si fuera la única 
Ttriable, i tendremos jr /r, diferenciaremos este resallado respecto 
a /r solamente, i obtcndremoi que 

• Esta regla presenta la ventaja de hacer que la integral que bus- 
wmos dependa de otra integral; i la destreza de este jénero de 
hhIcuIo consiiste en hacer la descompoFÍcion en dos fue/oree, ds 
R:;odoquc el riltimo seo. menos complicado que la función pro* 
f>ucpta. 

VI La regla del níím. 683 nos dá, siendo el radio i 

/- - — -— =arc.(sen=x) + C. 
r^—izñ^. — z=iarc, (coí=r) + C. 



fy^^^ = f^rc, {tnnj. =;?) + C 



Podríamos también suponer el radio=r, i tendriaraos estos mia. 
Ki^s segundos miembrob por valores respectivos de las integralef 

/rdz. r —-rdz P r*d z 

Para hallar la /^-JH'l — , dividiremos numerador i denomina- 

Cks por a 

m dt ♦" A / ^ 



m dz — *" A / íí. ^' 
a' l-i-bz* a^ 6"*l+t 



hiciendo a Afíssí* Luego— — are. (íafi;s=0+C (?• la um- 
« V {ab) 
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fral que buscamos, siendo tif.mpre i;l radios I: de aquí concluí 



■losi que 



ymdz m / , • / ft \ . *"• 

Del mismo inodu halIar<.'mo8 que 

/ = . are. f AC7i= —Vi/ -|-C. 

De I i.fj^rac'ioncs i'rich)nn,!cs. 
770, Hemos dado núm. (>77) Uis [>■•.. k. "....'. -..'r..^ imerales pr.rtí 

descomponer cualquicrn fracción rücionnr.- en otras, cuyi forma 

soa uDa de las siguientCb-: 

•4 A .Qx^n j1x+n 



tiendo ^, D,p y, n cunstanto, i los fartorc«a^4"?JH'^ imr.iinoriop. 
Trmtamus ahora do dar rcr^laa para volvor de cí-la.s funciones a los 
espreaiünca do que pon di. rívada?. 0!)scrvf?:nos que liaciondo des- 
aparecer el término pr de las dos illtinias, pnr medio do la trans- 
formación (nüm. 504) i-=z — i /), i iiaciendo cu seguida n P*=9 
— i p*que por snpoiíiriüu cá una cantidad positiva, tendremos 
iimplemeiite que 

I.^'Caso. La integral de es •í/(j-— ¿ij-f" ^ o -^'^ (•'—'») 

Por ejemplo hemos viéto (núm. 57*), I.*'*' caso que) 

laego^ r / (n^x)^l {n. — Jr)+lc I es la integral, i oeí 



/■ 



áx 



=i./fiíL±?.) 



u*— X* Va a— -.r 



r^ Calculo inteoeal. 

T 



x^~^x — l'^J 2~r •/ x+ 



^ „-../(^_2)_2/(r + 1) + .V=r/ -*^ 



(.1-' — x-^'lV 
:.Q Caso, fia Iracciou — llJ tiene por intcjínil (ro^' • íi -i 

-. ^íor cjcuiplo (liúm. 077), 8.^ < ?ií"- 



(n— |)(j:— /i)i — ••• 

«la por i integral 

e/r— -! — ]/Y.r— 0-4 1 — 5/(x4.l)4.r 

o.o Caso. Respecto ala-í fracciones J^^\^Jz, uit<^írrnr.'in"5 

5i>p1iTi\(lanientoa~Jl£-!Lia __._: la primera por luetUo «1^ 
la reírla JII, i Jti segunda por la VI (núm. 7Cl>). I hallaremo- '[ne 
yr(^+^B>f_„^ ^^^ B aro. (tanj.=l) 

Asi es que (nnm. 577) 

' r xfix , /^ \rh r yix— \ )'ix 

i . se descompons en / —± f -11 i — . 

el primer tórniinoiios dá la integrals=i/(T— 1.). Respecto ai scg""- 

úo haremos a .r=**-i i n<>s resultor.'i— / Jí — ^ 4-/ ^ — - • 
una de estas intégrale? ce =:•— ¿/(2«+ ■•)i=. — l/\/^(j^+i+l); í» 
otra nos dá i V 3 are (tatij. rs: .H ) . t'uago 
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f ¿í^- = i[/r(.r-l)-V(-«'+.r :- 0+ ^i ftrc.(t«.ij:='íí+3^] 

ToTn-Mnr? por bTguncio cjcii»; lo (núm. 577) a 

cuya :nlrgriil os / — >- _- — r — \ are. (írtnj,=?P*f 

4. o Caso. Se trata ahora de intí^grar una berie de fracciones de 

I;i íbriiía (íe ^" * ' — :— ", eiondo n su'bccs¡vnmonttí= !, ?, 3, 

Para cjvcntarlo teiidreinog quo cad¡i una d<.' es esta;» fracciuncB se 

re&olrera tn dos, una . j la otra .La bnmcra 

se iiif'ffrii al mumoto (rcgín II,) ¡ ilú * (') ; si 

no tíbttaiittt ci-lo fuese » = 1 , lu intrgrnl seria i wí / (4* -}- /;2), 

771. En cujintü a la sigtinda se facilita su integración hacién- 
dola depender dt» otra mas fiimplc. Siendo K i X dos coefit-icntov 
indeteriuinadot:, supondremos que {^*) 

Para hallar los valores do K\ L diferenciaremos esta ecuación, 
la reduciremos en seguida al mismo denominador (:«'•+• /3')" i tcn- 



(•) Si hacemos a c'-J- /3« ~¿*, la fracción será monomio, i tcn- 
dre«i09 



/**) La forma de cata «cuaoKm está lejitimodk por la continua > 






s; 



13(J Calculo üitegral. 

i (leaiiú comparando un término con otro, sacaremos 

.cacando \u¿ valoras de K i L, i sustituyónílolos, hallarcmoa per 
último quo 

r (!z _ z t, S«— 3 






1 



Fácil nos es esconcel)ir el usodo esta ocnacion. Si tenemíís ur.« 
túrictlü fracciones do la lürma/ ^.-— -•• iutcgrarcmojíprime 

ramciiLc aquella en quf i trn^'a el mayor viilor r?, i sejjun nucstrfc 
fórmula la fracción qncauá rc;;m])la7.auvi p.;r dos termino?, uno de 

/í!z 
que se unir^ 

a la fracción üi^uicnle. Conlini:arcmos de csre modo hasta llcgai 

tiz 

.1 l;i fracción , cuya ir.:ci-i\il cor.ccí mcá por la rcffla Vi 

Sea por cjcmído 

•jI primer término de cada una uo !a5? fracciones, dá por la re«Tlíi 1 -^ 
.» — ':xtlx 1 /'* '2x dx ^ — 1 

En cuanto a N.k so^nndcs túrniino^, tendremos, según nueetr 
fórmula 

y» dx r /*• dx 



clon del cálculo queeirve para hallar a A' i JL. Esta triosforas ' 
cion la indica e! ejercicio en el análisis, que hace proveer que e^ 
resultado no puede contener e¡ no término? do do? CFpecie?, uno?» 
multiplica do8 por s-, i otro? constanteá. 
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Este segando témoino unido al de la segunda fracción nos di % 

/dx 
. , .., i aplieáodole la íurmula hallada será 

d» Ix ^r dx 






jeneralmente uniendo este dltimo término que falta integrar a k 
tercera fracción, hallaremos que 

15 f dx _ 15 . . . 

No hai ya mas qne reunir estas varias cantidades i tendreoMs 
qoe la integral de la función propuesta es 

operando del mismo modo hallaremos la integral de 

-í Descomponiendo esta fracción en stn 

(1 4-*)j:*(jr«4-2)(*»+ 1)» 

tnniandos (ndm. 578), los únicos términos cuya integración poe- 
dao presentar alguna dificultad son 

Presentaremos aun otros dos ejemplos (véase ndm. 578) 

J *•— •* 3o»L (í+o)V (»»*<"*"*•<»') (. 

a V 3) y a V 8^> -^ 

»^ •»—««»— 3«»-*-74r+6 \ *— 3 / 

.. ■ . . • ... ■ t. '. J ■ 



«+» 
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■9itu:kn$i irraeitmalm. 

Ñ7-J. De io que pvec€4e «OAeHiiino9 qwe aá%e i B » B yQ¿qíty|[y |p- 

i] .5 la? funciones aljebraicas racionalep, i lae que podemos hacer 
P r niediu de tvppsforjip^cioncs qye lo sear, 
l'Hsemos al^Qxa ^ Ioa,radical^i|M>Bi^io8.- . 

t\-tú (le mai^ifíesto q^ue hncioodo a x=»«^ dopapaicce la irraciona- 
i.i.'ud, por ser 6 divisible por los den0i|^ii§doi^8,S i 2 de los es^- 

: f i.í,(ís fraqcJoqqkWííííi proj^Mfe^p^ C^ff vÁítvu4 Jfiefíp.tgi;4wDWiq"'' 

'i::h ífr.ir a ♦ 



i\ 



-•TI 



. i.y:; i !)cracw.iíp,pr.«wq)^,j((kp¡ijggwa ^íJíc^Jt-VC*» 

jí spccto a v X. (Jje : (j— I), ha remos a «=:«• i tciulreuiuí» 

= 2 =+/ (r- I) -i (.+ 1) =:;W-r + '(' V^TT') ' 

7;J. Propongámonos ahora integrar una función cualquiera 
:'fcta{)a del radical \/(,*^4-i?.t'-^Cr*). Deffpii&p de haber deseiu 
iizado a x* de su coeficiente O, multi(>jU|0f|4P i dividiendo p^^ 
V^ ', sfípr^sfto^^n doíi S^f^íeA s^(í."P- eqq a;« jjQ^itivOwq ii^|{atU%(*^ 
).«' Caso. Si tenemos la esprcsion V (a+&r-|-j:*), harem^' 

■ (i) 

'*) Rcpresen^ndo por X una función racional de x, tendrcm^* 

Mite^EVil 

ii- (h»8 espresionos se 'tratan S6|fiin fuego diremos. Fodríant^^ 

' Mauicn convertir la seguida ^n la primera multiplicando i di^^' 

'- í'^lo por el radical : 



\^+'4l^x'^lfX4íJ^ ¡irte fc^jií sa¿aKilib0 qü^ iT+fc^i^^fr-;: 

▼ííIlM* ^(tmttWbCh- ftifrá-dcí^ií píóptí^lrtá fte tti Vtitílló rlHüítffh 
•PdliWfrtIó !«» iigttot itíf¿ritjm, pdf íjínítíhjr, HálTaréúlólr q\ié 

D«i mismo modo 

V(a* «("'*) =*"""'* i ^'^ °4u> sacamos que dysz^zdjC'^xdj^ 

i según esto yiík: — ^x*-}~A^' ; sustituyendo en lugar de dx 
valor {pt^ íú) éúíéígniüáñ'tn «Mullida', tndremos/ikíffsr |^'4- 
^*Iz i fílftaf mente 

y=c+JjrV(a»+i«)+Sa«/[j+\/Ca«+x*)]. 

Respecta a </y=s v ^ rfy >/*— I = ? ton .-«' 

Mosqno 

y ^/-I =^/[jr+N/ (J*— l)]+c; 

practicando cató r^uftária J^!ÍÍ^^£5 dxi 

(**) PodliamM UmMellé«'«tte 6ÍSb hlceral radt&al =:»^c 
que DOS conduciría a hallar loa milnfos" valores^ Ai*' \dt; cf fsc - 

cal iérfkl: ^CÍ^¿Z;Ai OuMaMi bcifWlatfbion qv> t<M . 

ñieeo racional. 



• »i 
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Pero x=cofl y, V (*•— 0= N^ — ^ «en y: idemas c:so, porque 
r :^ 1 debe hacer a y nulo : por consiguieute hallaremot la formula 
ielnúm. 591. 

±y V — 1 = 1 (co«.y ± yj'-'lienif) 

774. 2.0 Caso, Si tenemot la espresion \/ (a4ÍLr— j^, no 
puede aplicarse a ella el método precedente sin introducir en loa 
dos cálculos cantidades imajínarias : pero ai observamos que el 
trinomio a-f-ór— j*debe tener sus factores reales, por que de no 
««r asi seria negativo , cualquiera que fuese el valor de x. En cu- 
yo caso como el radical seria imajinario , deberíamos como en el 
fjemplo precedente, introducir por factor a V*~l« supuesto que 
no debemos esperar hallar la integral real , i así recaeríamos en 
el mismo caso de que acabamos de tratar. Por consiguiente sean 
9 i P las dos raices reales de x*— ¿j— a=:o ; haremos a 

r 
Cuadrando i suprimiendo el factor común x— Q, tendremos que 

0— x=:(x — ^)>*i según esto resulta que x i cf x son racionales* 

Asi es como hallamos que .* 

í ÍL__ = c— 2 are. (ianj. = A /" JzH ) 

^ V(t*+6x— X») Y x—í^/ 

Del mismo modo respecto a / _ — \ — que sabemos ya ser «1 

arco cuyo seno es x, haremos a V (1 — 0^=(^ j*) x; i de aquí saca- 
remos que 

1 i/ Sx , Azáz 



,N/= »' Jx= 



•*+i x«+i («•-Hi)* 

f^r±'^ = f ^^ =c+2 are. {tanf.^t) 
o ore. (feii=x)=s— J « +2 are. Vumj.'ss. á / (r^)J 



Respecto a dy^^dx V(«* — x')» haremo? a \ =r(o — 3)c: i d» 
Kioi f acaremos que 



=-| , >/(a«— x)'+a« are. {tanj,:=z á / Ií±l ) +C 



'"./r ^"'^r 



oa 



£o este ultimo caso desaparecerla la irracionalidad haciendo a 
V (a'+«')=o— «r, porque el cuadrado de esta ecuación ce di- 
▼iaible por r; i tendríamos 



9 



Asi es como-7--J[. se convierte en— 7-- -— , haciendo a 

S56«— z, por consiguiente la integral es (regla VI) 

c-4-arc. icos = 5) =c4»flrc.(cQ5 =: ~" ) 

, Hubiéramos podido hacer también la transformación precedcn- 
té, ijae nos habria dado 

— / .fíüL. ;= c« — ar ¿rr . (/afi/= ti) 



i 
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. 8 o» jg» rft — .na«í/z , noVr I 

yss ; . . ■ , + — : +a»arc. (/an;=a)4-C 



Podriamos aplicar este procedimiento al primer caso, cuando < 

las raices de x'-f-Ax-f-a:^» son reales. 

775. La destreza que se adquiere con el ejercicio nos indicará 
Ims transformaciones mas ventajosas. Asi es , que podriamos hacer 
desaparecer el segundo término de debajo del radical (ndm- 504) 
i con esto quedarla bajo la forma do V (5*±a') o de V («'^rí*)i 
do modo que tendríamos por término que deberíamos integrar a 
(«esfe núm. 78) 
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resulta la i^uma -— £ por coneiguiente pan inte^praref precÍMnoI- 

tiplicar i dividir por (i') * ofora? i nos resulUrá 

Ilureni«s a 1 -f- a.r =z z^; i de aquí sacaremos que «s 
^ ^ \ elevando tn seguida a la potencia ^6, i di&m* 

•—•7 1 —3 

ciando hallaremos a j c/j i de aquí — — (1 — z ) rf* , cojí 

a* 

integral es 

Asi mismo í^dx («»+*'),• se convertirá en j í?z («•— aV) lit- 
hiendo a a» 4-*'=^,* de aquí concluiremos que la integral pro- 

puesta será-^ ^(a' -f ^')*(**^*-3a)«-f.c. Del mismo modo tec- 
drcmoB que/ í^t — ==/<!* "~ é¿x(l +x ')^« =: 



779. Cuando no 66 cumplen /a^ condiciones de integrabifídéd, 
re procura hacer depender la integral pedida de otra que set DV 
fácil de obtener; esto lo conseguimos por medio do laintegnóii 
por partes (véase páj. 131). Haciendo siempre a z^^a^kt^^i «i* , 
poniendo desde luego a z constante tendremos. 

/•m. P ,"■ + ' z^ P /•''-' «•+' 

fx dx z = . — tz X as. 

i de aqui , 



l/í 



í 



Ignolafldolos vülpres (1) 7 (!) hr.linremos ( 



(" + ''■■ ) 
—1 _w+n 



enmbianilo h ;) — 1 



.+«e, 



y- 



.-t'. 



.(» 



tiíft 



Subslituyendo en lugar del illtimo lérmino ile la ce 
valor dailo por la ecuación (3) hallaremos que 



.(■1) 



/- 



x-"di.tV =. 



R,* Lk ecuación (A) hice depender k inlrgral^jr i/j.;'^ de 



40) ciiyi ecuación es c= a+i* 
firiBO UaremoB alioTa uso de e&tas dircrcntea lütmuJBa 

Jí" " z d^ ■■ ttret p^ra diminuir deponente de x de/aerit 
4t¡ binomi» por In priinera opernciun ii uniJadcB, el mismo núino- 
TO de unidades on !a segunJs i asi en Ecguida : de modo qiie k ¡nlo- 

pal propiiesla dependerá lie a"' '"í" rfj-, eiondo i un número 
La liJTiniila (Q) úrve para Jitminiiir el tip-acnle n dtt tíno- 



(¡URiicbe integr 
biftiido sm— n 



QOB las eciiBciones (A) y {B) rcspocta al Urm'u 
rse en el segundo micnibro. obtenilreniM, en 
a mea {A) 3 onp— I enríen (0) 



/'■ 



iji.i 






+(- + 'T + ''+OA ''" 



Ij, 



.»(,+ I) 






Celas lürmitlos sirven, al revea üc las nnUrioref, para •uitiei 
Inr las cFponentee defúerucrn del biiiamio c, i el del bínoml 
niiBiiio, esio es útil en caso de ser nlgiino de !□■ dos iii'gativo. 

'1." Pur caneigujente pudroinos dcterraÍDBr con DtitiH))BCÍDii 
Ic^i de los caponentes de x en el reeullatlo da una integral propoet 
in. Abí caque, par ejemplo dos eerá iacil proveer la Gnnul 
siguientes 



/ 






= (J.' + Bx> + C) VC'-r') 



l'or consiguienta podrcmoa, ai queremoi hacerlo n ai evitu, 

ueo bastante trabajoso de las [órmula? eapue^taR, igualando 1a«|] 
terc^nciules de estas cantidades, i comparando en seguida, iin Ifi 
mino de un miembro con el equivalente del otro, segiin lo heift 
rjcciitniio en el método de loa coeñcjenlea índctet minad os (Diil 
771} i esto nos dará a conocer ,4, B I C. 

^0 1 Presentaremos ahors un proecdiniícuto do íntegncion ni 
mble por gii sencillez i por las numerosas circunstancias en qt 
puede aplicarse. 

DiterenciemoB la función x """ ^(1 ^j*) i londremí» qiw 
multiplicnndo i dividiendo el primer termina de esta diferencii 



df. —' v(i-,.,].(»-.)-íl!-1'íí— ^'íf- 

L 'J V(i-,.) ^(1-..) 

talmente, ¡ntcgraadn i [rsngportando, nos resulturú que 
„ „ i/ V(i— J' 

U3 o! mismo jéncro ilc cáleulo a i"" x'C-r'.tt I) li» 






I 



.... tF). 

.Iqiiier función afectacfn 
iraos reiJuciria a la for- 

_ . j. 175). Es nicil t'*"-- 

ido Dumcredor ¡ denoininiidoi por ii, cnmliitir en seguida el rn- 
dic*len\/(l-t*')oen v' {■''±1). 1 eneete ca?o las ce presio- 
ne* (£) i (F) servirán pora hacer depender, en el último e«tada 
del análisis, la integra] que buecamos de la de 



Bátaa fiiriniitac sirveii pnra integrar cub 
del radical VCA-J-Bj-f C.'Jpor que podt 



■ten. 



a par. 



Laa dos primeras espresioues están conlenidaa en la regla IV 
(p>j- 131); la tercera la hemos dado (núni. 773) \ la cuarta ea el 
«IC. (líFi =.x)- 

Por ejemplo teiidrcmoa que 



' .//i_,.\ 



-V(l— x')+í. 






Vil-*') 



CAUDLO IHTBOBIL. 



r i"*__,_í+l 



f, 



ríl±l.:r^(l— .')+ jarí.(.n.=,)+c 



782. Si el espolíente n Fuese npgsti 



túnniilas(E) i(F); pero lincicoJo a j^.; reCBerininoi otI»> 

vez cu las miomas fürniulaa: con cfeeto londtiuinoa que 



'\lí.'--') 



\H=--¡) 



s/(i: 



feí^enclande 



I tninbicn trotare! cdeo presente ilirectameiiteporM 
Iciilo Ecmcjante al precedente (niím. 1S1), porqueA 



+ ' Vci— j'). etc. Iisllareinoa 



:.{íí> 



a CUJO Uío es fácil concebir. Tenemos aJemie (nilm 773) 

tnbmo modo bullaremoe que 

•^ VC2cr— i') "• " 

/iüTi^ CU 



CíUmU} IKTBUKAI. 



C3. De las rpglai ilc h dJf'ertnciHr 



/"• 



labremns por coníiguienle integrar dos de los cesos 
03 pueden profcutadns espuneticialcF. 

i." Sir=/(-.' ).la fundón :.i" </.r liacicnJocon elli 

me ccnOFeOira en ¿" '. . " ■ . 

tOT ejemplo 



' Difi;rer.ciandt. a r / letidremose' í/r(í-t-.'}: den 



función psponencial, en la que ol fattor de e' itx c»tá Ka 
do de dos parte::, una de las cuales ea la derivada de l« otm a 
ficil de integrar. Pur ejemplo, 

Del tnifmo modo, I aciendo a )-{-x^z se halln qatr 

^ JT t' i<fi _ r- t' / di -/í \ _ e' _ e' , 

|/o+,?=/-(7 -? )= — =rF.+^ 

984. Poro cD cualquiera otro ceso, deberemos raccim 
integración por partes (V. páj, 131). Por ejcmp[» reipectoa. 
nos en primor lugar a i como nmatan 



• la 



IP 




Ea evidente que el tt 
ya represión » ee u 

ISí, Pero bí el aptnentt w fuut negativo, re6exionando un piv 

el espíritu del método cjtip ncabamüs do emplear, veriümoj 

al contrarío que lo hecho anteriormente, conventtrim hi- 

ir eubceEÍv&tnenteel capónente ác x. PorconsiguieDtc'n- 

•a un Qste cosu mirando desde lue(;o a. como cons- 

esultiri quo 

Repitiendo en e! coso preccnte el mismo raciocinio que liicunn 
n el ftntenor, reduciremos la función a la forma 



I^ V _ ■' 



f^- 



. 3....(.-l) 

Pero en oto casa no podenioi entender mas el cálculo, porque 
.a preciso para hacerlo que fucac n=l, i eitoii«s daria por n- 



Calovlo intxobai.. 

ido el inñnito, cuyo lenguaje empica el Aljebra pac 

t la proposición es abenrda. Ln integral úe f 



ha c 



padn mucho tiempo la atención de los analistas, i por Altímo be liaij 
visto precísadoE a considerarla como UDa eapreíion traecpudrnlD 
áe uoa especie particular, que no puede depender de loa ercoa án 
cíiculo, ni de Ioí logarítmoB. A falta de método rÍgoroH>, bc em- 

Maltiplícindo por ili e integrando cbúb termino, resultará 

,.. /JL'^'=í,+..„+^'+¿^+....+c 

7B6 Si el eiponente n fuese fraccionario, lendriamos qui! uic 
dalos doa métodos preci'dontesÉerviriii para hacer que el esporente 
de í eetuvieee compreridido entre o i I ú — 1, i i-n seguida el deí- 
nrrollo en serie (ni1m. 106) i serviría para dar, por aproxiinnci-ii. 
la integral que buscamos. 



787. Propongamos integr 
•Ijebraiea cualquiera dex. 



I dicho aquí puede también aplican 
fu uc ion cualquiera oljebralca. de' 
Db í'nyuncione» lngarUmicai. 



',lx 



, fziU. J" , = i " ifídi—nfll "^'j-. 'Jf/x.ils), 



10 por loa principii 
• quft la intcgraci 



juemofl eoiiocida la/ i r'.t , 
I propiiesla queda reducida ala ilo imit 



ns Calculo intbsbal. 

finciaa 4« la misma furma, en la que el ccponente del logtTÍI 
«•w«w. El mifina cálculo aplicailo a esla i subcesiramonte t 
i^Miülca, coDcluíri la iategracion. 

.Aá ta qoc roapecto a i *"/ " r i/j tcnd 'eraos 
■ «rienerguiík. Reuniendo todos lo? rcíulladoB íulicesívos hlillt 



TK. Fot ti n/aa* enle¡o i ntgaUM, rcreinos como precedí 
■eMCBle (lUlm. 7GS.¡ que ]iot rl conlraiio para ¡i3(.cr rmr eli 
■ialedel logarilmo, es preciso decde luego eonej'leíai &XCIM 
iMMecB U integración por partea ¿efidít" x como 

/•^_,,"..=j:t!i. 

Awiililcinoa a iJs. i" í en cfiloa dos factores r j X— í" J> i i 



«■ys lünnula llena aanniñcatumente el fin que quernmoi 
{■r- Pero para ver mejor la naluraleza de los obstáculos 



Eblando U mUní 
it «eguida 

IB/»./- ."+' r . 

rTT— — .-L,;=r 



operitciuii con t«te liltiiiio lírmiuo &c. y n;«- 



roHuJuiJuíi, 1 

+- 



uilreino£ <)un 






Kot remo* preeiítdos a <Tcteiicriias aquí; porqiis 
1 ¡>udreino« Iiacer B 11=; I, EÍn introducir en i'l 
> h> gamos n 



a \a tbtma- 

el inRitito, 



N 



-+'=., Je.., 
TONultari que 



».¡uct^"4-i)' '!x = J, 



1.1 



hacii-iiüo a Ij^u. Vemos reproiTucitIn aquí la l\inciun áel nfiro. 
18S. qae solo stbemos ¡nU'fjrnr por medio do tía sorÍFs. 

180, Cuíjtií/a n e» /i-nfíjoniri», ya BPti |)0«itjvn o ya uegali- 
*D, tondretnoB i¡iic al^'ina do cal na dos lúrniulns liará que lo iit- 

ipgrul de ii!.r. 1 f se convicrU en la de una f'iinciotí de la tniEma 
JüTiat, y " Citará comprendido entre I y — 1. Conscgiiido que aea 
HéB) recumrenu al ileEirtollo .en seríes {nñm. 70G y tíüO ) 

f 



Da íu. Fui 



■I Circulura, 



Si entran orcos en una función, para intcgnrla, obaervi.* 
reinos que ln diferencinl du csIdb arc!ot es nljebraica. y qiic por 
etfnsiguicnte. ai efectuamos In integración por partes, mirando dea- 
de luego a estotí arcos como coo^tantca (P*. p&j. 13t} quedará 
la función propiieeiB cfunta de ellot. Así ea qno ai ■ ea una fun- 
ción dé c, tendrouioe qua , .!.'.. 



/.. 



c.(..,,=.)=.rc.(.í«=,)/"=i,--/:'''^"|' 



Del luigmo modo bailatcuios qua 



V(i- 



JU, .rt.(t.i.j = .)=>rt. (i.«j.=.yijí— /t£Í^ 
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7i>l. Pero cuando la faneion 'contiene líneas trigonométrieai 
hii muchos medios para intc<rrarl as, que presentan mtfloméooi 
vjnlajas. Vamos ahora a esponer los principales. 

I.<*r .Vt¿oí/o. Podemos en todos casos referir estas fondones a 
I:.: diferenciales binómias, haciendoen ellas a sen jr otos. jr=:r. 

Conofecto, sea 

8en.T=r, eos jrscV(l—- 2'),dx= .- 

c!, aquí sacamos que 

sen.*" X. eos," X. ífx=z'^í/zV(l— s')"^^ 

1.*" Si n es impar, deaiparecc el radical. 

'J/- Si m es impar, queda satisfecha la primera condición de in- 
t ^'•abilidud (niím. 776.) porque i (w+l) es entero. 

^,* Sí tn i n son ambos pares la segunda condición (núm« 777) 
i; ■ vúi :atisfecl«a, porque | (m-f-n) es entero. 

I¡ illaremos, por ejemplo, que 

/ í .n.'x.cos.'x.rfx =/z.*í/í(l— 5*)=j8en*.r — fsen.V-f-c 
-•.ii.»cí/x= / _ =: — .JC08.X. (3-— C08.*4r)-f-c- 

f ,;.*.. .'x= r—?^?— wn.»x+i*en.x ^^.^^ 4. ^ 

"tj'í, II. Méiodo. Del núro. 68?. se infiere que 

I 'r.cos.Afx =:-.sen.A:r-4"^i /dx.senJexss -^-l GOi.il» -f"^ 

Ki! il iinm. 593, hemos enseñado a desarrollar cualquiera po- 
t •:: ia de sen. x i eos. x en series, según los mdltiplos del arco j; 
i r c.)n«:guieqte solo tendreoios que ¡nteiprar unt eérie de tinni- 
i. V Ic la forma délos que acabamos de indicar. 



Calculo iktboral. iúó 

Por ejemplo^ 

/ cos*x.dx = / C,J co8.5jr+-¿ co?.:Jx-|-icog. v)áx 

=^1^8011. 5j+^g sen. Sj-f'sen a-}"^ 

Eite método se empica con frecuencia por ser mas fácil Iiallvr 
las Mlacioncfl numéricos, cuando prcftírimos los senoei co^'on!.5 
de 1m múltiplos de los arcos, a los potencias de cctns líneas. 

793. III. Métotlo, Las forniíulas (K, ndm. 590) sirven titiibioii 
pt^ traducir en esponcncialea los f^e^os, ico8€nos«,..ide r^io 
nodo-eonvertíi^mos los integrales de estas líneas en las de las pri- 
meras (n&m 783). 

794. El IV. MHodo se funda en la integración por partes. Como 
«^djr.ienx es la diferencial de cosor^ deFConr. pongamos el prodwrtu 

■ _ 

•en «.eos jr.dx, en dr. senT.cos .rX^en. Jí el primea factor 

tt+i 
tiene por integral a — 'J V- y en vista de esto, teodremop qui! 



j „ m ^ n son x n+ I - m — I 

oxeen, x.cos x=:— - eos "^ x+ 

n4-l n-*.l 



yco6'^+-xscn'^--r.ctx.' 



I . 



Introduscamofl en lu^r de coj'^ * x, su valor c6M ^ «. co^* x 
o eoe"4r(l — 8cn*rJ; y transpoitando, nos resultará 






xcos ^ .l,^""^^ 



I 

yir.ien''+*x.co8*x ;*... .......(I) 



r ■ 
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Operando respecto al coseno lo mismo que acabamoi de .hacer 
icoa el seno, tendremos que 

j m n sen ^^ x ' j. " — ' 

dr.sen J. eos jr= , ■!*■ , - 



y* 



j: sen X eos jp^. (^) 



Estas fórmulas hacen que loS esponentes del¡ seno o del coecDO 
disminiiyaOt f u uso combinado y bucesivo nos da a conocer la io* 
tegral siempre que m y n uan enteros y poMros. Por ejemplo, ha- 
llaremos que 

íhx, sen'^r. coe'jr— — isen'j*. eos» x -+ | /dr. «eiur.cos'x, 
/dar. senjT. cos'x=: ^cn'x eos x -m /dxscnx",' 

pero este fíltimo término es =— Jcosx-}-^; y reuniendo i*4>d»»ei- 
tas varias partes nos resultará que 

f áX' sen*xcos*j: :=cosjr(— leenU'cos*jr-f-j¡j?eii' X— ^)+c- 



795. Pero si m o n son negativos deben hacerse en estas for- 
mulas alg^unas modificaciones. La primera nr>8 da con cambiar a 
fi en «-fi, 

/ Mx aen'^jp scn^' *'' x iw— 1 / ^JgBen"*"^x #l^x 

^ eos*** (m-n)¡w"""x"*'T'*'^ coa"* 

que segon vemos, hará depender la integra] que bascamos de la 

j drsenx , dx •• • • 

oe o de , según sea m impar o par. Una do estas lo* 

cos^x coa'^x 

• •■I ••■••■■ ...• ■ ■■# ..■ 

t^gralea ae obtiene haciendo a coaxssir, y esto nos da 
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_ /^_ í_ : la otra la vamos a hallar (n. 396) 

z (n — l)cos X ^ 



La fegand& fonniila (^), nos da, hacientlo a n negativa, resol- 
TiéndoU con relación al último término, y combinando en scgnida 
A n CBii"S. 

mgm t I ft| 

fáxiñn^x ^ gen "^ y *!LTÜ+r T^í-Í??--- C-^ i 

£n ¥irtud de esto, la íntcgml pedida se red««« a la do '^s'iti.^y^^ 

dxspn JT 
O a la de : cegun sea ir par o Impar. Tamos ¿ dar la «iri*" 

ooa"x 

mera, la legunda la obtendremos por It fucmala (/) y el n^mettf ' 
898, «•• o4.o. 

796, 8¡ hacemos a n o a m nulos en' ^ ecuaciones í j ÜT-teñ- 
dremoe qne 

ftetT xAx=-=^^^r^^l'. +!!L*=-Ydí .en 



ttmbtaiido en «ettf ecuaciones a m op««*fN-^9 y a «i mw.ii^. ? 
MkíeniM 

•^ .en-, («-Oaen--^ --«^ ^„— ^' 
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CcnUanlca arbilrariat, hdtgfacinn por tériet. 

799. Sea P la ¡utegral <lc una función sdx üc x odP^zJijt 
}a constante arbitraría quo se dt.'bo agregar para qucfai integral 
Fca la mas jeneral que pueda f cr (nuro. ) tcndrcmoa que 



/ 



*<ij=P+c 



iMicntrae no nos propongamos ( tro objeto que ejecutar un g¿I- 
(;ulr,c prcmniiTccrú fit-ndo unu.canMdad-cualquicro ; pero cuando 
queramos aplicar e^ta integral a una cuc6ti')n determinada, ¿cji 
do ser arbitraria la constante c, y drbe cumplir con las condicio- 
n».'8 prcHcriplas. Si, por ejemplo, se üos pide el ajTjca BCPM=t 
^'fíg. 40), comprclicndida entre las ordrnadas EC y PM cuya posi- 
ción corresponde n las abrcitfos a y b, como sabemos (nüm. 7SB) que 
<Üz=yí/x, tendremos quo /=/y i/j=r+c. Pero como el a rea 
P-f*^ principia cuando jr= AC=a, deberá i ser nula cuando há- 
gameos x=:a en la esproeion|P-|-c, o A-4-c = o. representando por 
A el valor qiic adquiere la función de j: reprcscJ.tada por P cuaiM!o 
hacemos en cllu a xr=za ; de aquí eacnmoH que c*= -•— A y en v\t- 
tud de esto será el área pedida <=r P—- A» Solo nos queda alion 
que introducir a b en lugar de x, y quedará el i rea compremlidí 
entre los límites prescritos. 

Enjeneral, para determinar la co¡K<tañte arbitraria, confonne 
ron las condiciones de la cuestión, hallaremos el valor k que debe 
tomar la integral < = P -I* c ciinndo hagamos cu ella a : = u, ei 
decir it = A "t" c de aquí sacaremos que 

r=Jt— A y /=P+Jfc— A 

sin que sea necesario, según vemos, conocer el ortjen de li iidt' 
gral , es decir sin ¿ubcr en que vulor a de x dicha integral ei 
nula. 

Cualquiera integral cuyo críjen no se ha fijado, se llama úiJc- 
Jinida\ dicha iuiegral es coinp/e/a siempre que contenga una coni* 
tunte arbitraria. Cuando se nos dan conocidos loa límitea a i é,teo- 
drcmos en virtud del primero que f = P ^— A c introduciendo por 
M cl.segundo límite ¿, nos resultará que tésB — A este será el 
valor absoluto numérico i constante de i=/y dx^ este eecl (|nf m 
llama una integral dtünida. A y B son los valeres que adfvie 
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re P cuando es x=a y b. Si observamos ia forma do esta cspro- 
«ioD, está (le maDÍñesto que para obtenerla, es sufíceieuto que ha- 
gamoé a x=s t y z ^^b cu ¿a integral indfjinida P y rettemos el pri- 
mar resultado del segundo. Todo esto quedará muí pronto aclarado, 
M. Fourief ha ideado una representación mui cómoda para in- 
dicar laa integrales definidas : qnc se reduce a afectar el si^ui) 
y* de integración de dos índices, uno inferior que se refiere al 
primer límite do lar integral , y el otro superior para el se- 
gundo. / indica una integral tomoda desde .v^=:a, has¿a:=A. 

fin virtud de esto vemos que /g^ sen x.úxrniy porque la inte- 
gral— eosjr se convierto en — l y O en I05: dos límites. liO cpprc- 
ñon / indica quo la integral principia en i=a, y so osticmíc 

lifttte un valor indefinido de la variable x, 

800. Guando una función propuesta no es susceptible de inte- 
ijrucioo exacta, recurriremos alas aproximaciones. Así es que para 
hftllar \ajzáxy desarrollaremos a r en series, según las potencias 
Mcendentes o descendentes de x (núm. 706), nailtiplicondo en so- 
golda cada término por dx, los integramos No presenta rcrao.'^ sinr. 
doa ejemplos de este procedimiento. 

/* d* 

1.0 Sea / ; esta ¡ntegfrnl es are (tonj. z=zx). De. -jio- 

liando a (l+x*) tendremos (ndm. 409, 3.o ) 



l+x 

y de aquí sacaremos que 

arc.(tanj.=x)=j: — í^^+Jj:* — Ix' 

2.« ftespeclo ft/ — -í ;s=arc.(6cn=T); desarrolláronlo.* 

^ \/(I-*') 

a (1 — J*)"*;=sl.+Í.' +1:^. . .... (niím. 4tó, HI) y de aqn, 

are (»an =5*) asjr«l* Jl— + — í — •+" ■ . ■» l^ 



!.•••• 



r, 



í 
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CiMsltAnUa arbilrariat, lultgi'acion por tériei. 

799. Sea P la ¡utegral <lc una fuDcion sdx üc x oc/P=:2i/x jc 
}a constante arbitraría quo se áuhe agregar para quefai integral 
6ea la ma? jeneral que pueda ser (nuro. ) tendrcmoa que 



/ 



«rÍj=P+C 



Micntrae no nos propongamos (tro objeto que ejecutar nn cál- 
culo, c prcmniiTccrá ^ie^^ndo unu.cantidad cualquiera ; pero cuando 
queramos aplicar e^ta integral a una cuesti')n dctcr minada, ¿cji 
de ser arbitrarla la constante c, y debe cumplir con las condicio- 
nes prcHcriptas. Si, por ejemplo, se iloa^ pide el ajrca BCPM=t 
(fíg. 40), comprclicndida entre las ordrnadas EC y PM cuya posi- 
ción corresponde n las abreit<as a y ¿, como sabemos (núm. 7S8)que 
í¿í=yí/j:, tendremos que í=/y i/j=:r+c. Pero como elareí 
P-f*^ principia cuando x=AC=a, deberá / ser nula cuando há- 
gameos jrt=a en la eapreeioo|P-|-c, o A-^-c^o, representando por 
A el valor que adquiere la iuncion de .r reprcsei.tada por P cuando 
hacemos en ella u x=za ; de aquí Eacnmofl que r=r: •«- A y en ?ir* 
tud de esto surá el área pedida t=:V — A. Solo nos queda aliort 
que introducir u h en lugar de x, y quedará el i rea comprendida 
entre los límites prescritos. 

Enjeneral, para determinar la co.istañte arbitraria, confonne 
con las condiciones de la cuestión, hallaremos el valor k quo debe 
tomar la integral < = P -^ c cuando hagamos en ella a ; 5= o, ei 
decir A: = A "t" c de aquí sacaremos que 

r=Jt— A y í=P-t-A;--A 

sin que Fca necesario, según vemos, conocer el orí/en de U ia/«* 
graly es decir sin faber en que valor a de x dicha integral ei 
uula. 

Cualquiera integral cuyo críjen no se ha fijado, se llama la(/^ 
Jinitia; dicha integral es com;)/e/a siempre que contenga una cou* 
tanto arbitraria. Cuando se nos dan conocidos loa límites a i é,teo- 
drcmos en virtud del primero que < = P v» A c introduciendo por 
M el, segundo límite ¿, noa resultará que f sz B — A este será v 
valor absoluto numérico i constante de t=/j i2x, este es el que >* 
llama una inUgral dtdnida. A y B son los valeres que adqvi^ 






Li fÜrmuiB lio Ttylat da lambiea respecto n :— 
/I'+ft)-/-'='A + lr'A'+t=-/.> 

bacicailo a h.^ fr-^a. Si en segniíla hncemoa a ,r^a, con I 
t:&niliia temos n s.f',f",...enlas constantes J, ^',^"... 
IlBTSiuaH que 

ístn fs In integral de/iAr entre los límites j-:=o y J^b (DrtWi] 
^00) . Pero para que esta Ecrie sea aplicable, es |irecÍEo qtie la «I 
Tsylot no sea defectuoso. Per consiguiente cXDinínarciuas la t 
cha de la limcion i desde i=z ii hasta x=: b con el utijeto de ci 
cer si es infinita, para algunos valores intermedios de efrtu rana' 
ble i-. 

Podremos hacer converjir^la aeric tanto cuanto queramos; páTiJ 
que dividiendo el intervalo í^a en n partes iguales i, de modK>| 
que sea 6 — azrní, toraaremos primeramente la integral entre toj 
limites aya-f-i, ca decir que en la cspresion do arriba introdii'' 
circntOB a-^i en lugar de b. AEimismo tomaremos la integra! dea" Á 
de a-\- 1 lisala a*f>!í; en seguida desde esta líitima cantidad ~ 
la a-f-3i.... 

Por eonsiguioato hatemoa succHivsmentc a 

=a eonlo cual se combinan z, i', <" ou A, A', A" 






=.+«.. 



c. c, c 



1 ile >q«i el 



= *+l->¡'+lJv+... 



003. La Buina de estns ecuaciones es- 
^a+ni)— /a=ft-/a=/WT=(.l + B+ C. . . , + Jfj. 

+l(*+a...+j<')i'+r..a'+ , +^ )■•. . 
integral 4e/?di cenprenilitla emrj les límite* n ,t *. 
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toniamos'a i bástanlo pequcOa para que así podamos limitarnos a 
hdlo el primer término tendremos que 

yidr = wí¿+Bi+Ci+ .... ^Mij 

«uric cuyos diversos términos son los valores que sucesivamente 
adquiere la función rdx, cuaudo en ella hacemos a x iguul a a, a-ft 
«-]-«} .... Ü^sta es la rczun p<jr que en el método infinitesimal se 
mira a la intccrral como la Suma de un número infinito de elemen- 
tost que son los valores consecutivos que adquiere la función cuan- 
do en ella hacemos pasar la variable por todos los valores inter- 
medios entre sus límites; esto mismo lo aclararemos mas adelante 
(iním. 207, 2.0 ) 

Sobre las aproximaciones do las intercales definidas consúltese 
una hermosa memoria do M. Pois¿on« inserta entre las del Instiló- 
lo ¡826. M. Cauchy ha escrito también sobre el mismo asunto, y 
ha hecho aplicaciones de esta doctrina a cuestiones de Jeometría 
y Mecánico muí curiosas. La Teoría del calor por M. Fourier con- 
tiene un gran número de cuestiones que se refieren a las integra- 
les definidas. 

804, Nada diremos de las integraciones del segundo, tercer...- 
orden do las funciones de una sola variable, por estar compren, 
didas en lo que ya hemos espuesto. En estos casos liai2, 3.... 
constantes arbitrarias. (Véase núm. 031). 

Por ejemplo, respecto a / / Ü-Hf-Li-, integraremos la pri- 
mera vez : y como la fracción propuesta se descompone (oúm. 579i 
ir capo) en — ; y la primera da (núm.771) — .— , 

/* ÓX •X'QJT i 
+c, réstanos ahora integrar de nuevo a 4Cttr. 

y por consiguiente tendremos que 

Da itít CtMdnUaroi y Meclifieackmu^ 
'805. El área t de tina corva plana ( núm* 7f8^) es szM*y 
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ahord 86 trata de intenrrar esta espre&ioii entro los líiallcs convo- 
nientes ; y esta es la razón por que se hadado el nombre do JUéÍQ- 
do de leu cundrrUuríis a los procedimientos do qno IiHsta ahora no0 
hemojí ocupado, y por cuyo medio s^ obtiene la integral de las iun- 
cionofl de una sola variable. Proacntaromos aquí varios ejemplos 
de este método. 

I. Respecto a la parábola (fin^. 51) //*r= ?/>!•, tendremos que ' 

Cuando el arca deba contarse desdo el vértice ^, jmO nos da 
<=0 y según esto c os nula, lúc^oelarea MAM'í/« unee'::mcnto 
dé parábola es loí dos tercios del reclángutn circunscriti M'N'N. M* 

Si el área está comprendida entre BC y PJ^I^ haciendo a A B:=a 
y SBC:síb^z V (2/>fO» ^ es nula cuando .r =3 í y tendremos que 
csz: —fió y en seguida Í=j(j:y—a6). El arca CTCJIJ^F es los dos 
tercios de la diforencia de los rectángulos .V J/ y D'C. 

Respecto a las parábolas de todos los grados y'" rzznx tendré- 
moa que/= J^!£iL. Vemos aquí que todas e^tas curvas son Cua- 

drabUin 

II. Respecto a la hipérbola equiliUera JIÍJV (fig. 52) entre sus 
asímpotas «^j: y .fly, tendremos que jr//:=m' (nilm. 418)- luego 

t =/¡/ój =,n^í^ = f;.«l x+c 

el área t no puede tomarse desde el eje A¡/, porque x^zO darin 
tszO^ ye— — in*10=:oc« Pero si el área debe principiar desde 
la ordenada BC que pasa por el vértice C, como AB=zm (núm 

418), tendremos que c=—. 71*1///, y de^aquí í=:in'l — . Vemos 

m 

pues que si la = I, nos resultará que ¿^l.r: luego cada arca toni- 
da desde BC,€s el logaritmo neperiano de la abscisa 
Caando el ángulo formado por las asímptotas es a, el área es 

(oúm. 7«8)<=:/ydx senas:/'-^— 1, haciendo a m = l: luego 
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t:=zLog.Xi tomando por dstanm de logaritmos el que Uuga' por 
módulo a «M^ssen a (n<im. 678 ). Si d ángulo a es rect«, JUs: I 
recaemos otra Tez en el primer ca^o, y hallamos los logaritmo* 
ncperianos; pero vemos que haciendo variar el ángulo a de las 
asímptotas, podremos obtener todos los sistemas do logaritmos es 
((ue será M^ 1. Así es que cuando lu base es 10, tenemos qus 
•^/^= 0,434294 48 19; el ángulo que tiene a este número por seno, 
siendo el radio la unidad, es a=25o,..44'. .^5",47; tal es el án- 
gulo que deben formar las asímptotas de una hipérbola cuya po- 
tencia es ] , para que cada orea sea el lon[aritmo tabular de su abs- 
cisa, £n virtud de esto vemos la impropiedad con que se di0 el 
nombj^ de Logaritmot hiperbólicos a '03 logaritmos ncperianoí, 
porque todos los gistemos do logaritmos encuentran sus represen- 
taciones en las áreas de divcreas liipcrbolas. 

III. Respecto al círculo y^:zza^ — x% cuando se considerad orí- 
jen en el controC (fig.53\ tendremos que, 

multiplicando y dividiendo por V(^' — '*)* ^ como este Tiltiioo tér- 
mino es fácil do integrar por partes, por ger. í-í la diferen- 

cinl de — V(a^— a^); sigúese que 



/: 



j'djr 



— = — 4\/(a»— %r»)+/dj-V(a»— xt) = ry+í 

•^Uftituyendo y trans^portundo a í, tendremos 

y com o la fórmula d*'=d.r'-|-df/» aplicada al circulo de que Ira 
tamop nos da d#=: *^=r— -íí^í ; luego, si tomamos el arca 

•" entre los mismos liimites que la integral propuesta, tendrsmoi 
por íiltimo que (=ÍJi^ + ioi+c. Sean CA=^b y AB^zk (6g. 53/ 
dupliquemos esta esprcpíon o integremos desde rss* hasta *=^, 
para obtener el área del segmento BOB*; y nos resultará (n(í». 
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Tf9 ) ^oX^rc* £08' •—6A'. ugrcguonnos a csla c^prosiotl lo eiiper- 
ioie del triángulo CBB' y tendremos 

el sector CBOB' rr^COxa re, BOB'. 

Qi m trata de hallar el area del círculo' t==/tLr\/(a-— ar*), de*- 
arroUaTCiDOs el radical (véase n(ím. 485) y tendremos que 

ts:ia/áj(\^— 1— Ll?.-^' — 4íc.) 

•^ ^ í¿tt« 2.4.a* 2.4.6.a* 

« iátfcgriDdo deéde x=0 

2. 3. o 2,4,5o' 2.4.€.7a* 

IV. Respecto a la elipse (fig. 53) yr=__>^a* — x^) sacarcnioj* 

a 

de aquí (|Qe 

í = /"i V (íi»— *')(lx =íz 
Ja a 

representando por z la parte del area del círculo circunscripto qut^ 
está comprendida entre las ordenadas límites. Por consiguiente 
iM-apeaa ¿ y « se hallan en la misnia razón constante que h con a. 
y iesi es que t¿ «rea Añl cwcuJq a a la deki elipse, o el area de un 
wégmaáo^ árcuio^ es al de uuMgmenio de elipse inscripto íerminodo 
fnrlMffmismas^erdenadas, como el efe mayor es íU menor : y como 
el area del circulo circunscripto es ita*, la de toda la elipse Ci( 
asirán. 

V. Con relación a la cicloide FJ^JA (ñg. 23) coloquemos el 
oríjcn en F, y sea J^5=x, y SJ^zizy; nos resultará (uííra. 72:1 
VI) que 

g= V( ¿jX^ ), <=:/ydjr=:yV(2ry-t/)dy. 

Ksta integral es el area de la porción FK^úel círculo jenerador; 
llHgO; el area FgAJfízsFKEBzsii'nr^. Como por otra parte 
^dBs: irr,y el rectángulo yfi=:2'jrr«, sigúese qac AFE^ziTr^ 
^■flfO'^l nretLAFA'detoda la cichide es triple de- la del ctreulojr. 
smraáor. 
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VI. Cíennos deber esponcr ohora el método de SimpíOM pifa 
ctluar las ureas cirvilin ts planas, ' 

Determinemos en primer lugar el área de un segmento pe- 
<)uerio CE.M (fig. 5J bis) de uua curva cualquiera referida a loa 
♦'jes rectangulares Jlz y Jly^ y llamemos a al ángolo JlfC/í for- 
mado por la cuerda CM con J!x Tiremos la ordensda KE por 
el medio A' entre las ordenadas terminales CB y PJU. Podremos 
sensiblemente mirar al arco CEM como perteneciente a una para. 
bola cuyo véitico L correspondo al medio i de lo cuerda. Por 
consiguicníii el área del segmento es pues CEJJI^slCJ^.Ll, Y 
como los triángulos LEÍ y J^JCH nos dan UzizEr coa a 

CW=. __ V de aquí sacaremos que CEMl=zlEIy,CH- 

eos. a 

Sentado esto, hagamos a BK=zKP=rh, CB =:^\ KEszf," 

y P»M:=:y'*'; y tendrenu.s que el arca CBPME se compone dc^ 
trapecio CZíp[v/ = /i (v'-f-y") y de CEJÚIz=i\h. ELY como 
El— f:A'— AV=:i(:j,- —y'— y "): lugo cl segmento 

CEMl=.lli{ly" = 1/ = if"), y cl área pequeña 

CEJ^IPB — lh (i¿/'4.2y' + í,y '•) 

Supongamos que clarea plana ^•^CD(fig. 138) que ae quieie 
««te limitada por ia curba AC^ la recta BD y las perpendieulare 
JiB y CD; dividiremos la base BD en un número par áe patit 
iguales, cuya lonjitud la cspresarémoa por A, y por Jos puntos ¿e 

división tiraremos las ordenadas y\ y*\y'*\ . , .y" las que coitaria 
^1 área en elementos cuyas superficies respectivas eftaráu eapre- 
hadas de dos en dos por la formula de arriba; la segunda, la terco- 
ra pci'án 

5/1 (i>«"-|.2¿/'v + iyv ) , ik (iy^ +iy^'+ iy^»0 , &c. 

la £;imascrá=: pi{\y' +'Jy««-i-y»" +2yi»-4-^v + l/'*V 

y tibisi! csípuct de haber trazado un nüoiero impar de ordtMíag 
r,yOdi$UnUs^ y de hiher ffertundo ta suma y masía de toda» h* 



ordtH/tdat jue acpnn lot tagartt pnret , ménit ¡/t mitad Je lat dot 
ordenadiu eitremai ; iodo ate rtiutiadu le muUipticará por lot } 
de lU ¡ntcrtiaío b. 

Ená de manifícfta que estn oiisma regla te tplica ni cmo ea 
que el £rea cb como la ACFE, ea decir, terminada par doa curvas 
opucslBB, poTB flslollamarémoí y,' y," y,'". ... los lonj iludes Iota - 
lp« de cada paralela. 

Cuaoto mas pequeña acá /i, [aDloinns se aproximo el rcaullado 
k1 área pedida. E^tc tcnrema hc aplica a cunlqier superficie irre 
•ular, porque podremos descomponerla en olra? que valuaremos pof 
ecparido, y qae sumaremos l^^e*tB^cmoB en aeguiJa, sngun lo re- 
quiera e) caso. Si sucediere qíic la curva corlase a In bnsc, apli- 
caríamos también la misma ragla, sulu que Iiaríamus igual a cera 
al ordenada del punto de Gcccion. 

nos. Haremos ahora nlgunas observaciones. 

1. a Si el área 1 eslá comprendida éntrelas rumas BM y DK 
de uoa misma curva (flg-. 5j), o enlre dos curvas üadui ilifercnlea 
ilamsndo Í'=Fa t y—fx a taa ordenadas PJi¡ y PE tendremos 



yCP.H=/V<¡i, y DCeE=fyúx, y de aqm 
rD£^=s/(V— y)dj. 
Según el mütodo¡nñnit:simnl (números 16-2,003) cl arca ( 
considerarse como la suma de rectáng-ulos tale* como m 
<j) cuyos Igdos son i-i y dy , en virtud de cslo dj:dy es el 
demento dolareaí, y se trola de iiilc¡{Tar _','/iljdy entre loa lí- 
mitCB cdavcDicnles. 

Del misino modo, convenganioB que en el círculo CB (fig. di) 
Rc liaya luro.tdo un elemento m en un lugar cualquiera, en posición 
•st¿ determinada por medio de su distancia al centro o Cm^r 
y del ángulo mCx := g . El aren del elemento puede estar repre- 
tratada por dr.dj), cuya integral relativamente a Q es (¡dr,- to- 
mando e«ta integral desde b=:0 liasta O :;=Sitr, tendremos r, 
«rea do uia corona circular ^íitrdr, cuyo espesor dr es infinita, 
inte pequcon. La integral es irr'; Lomada c^tn integral desde el 
ittoCcn que r^ O, hasta li circunferencia Bca donde r^sR^z 

o 
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al radio del círculo^ tendremos que nK* representa r& la cirenzife. 
rencia del círculo. 

Llamemos r a la cuerda AB {ñg* 54. bis) que aepam el aeg- 
Mento circular AOB, cuya área se nos pi¿e: a el radio ACi pó- 
denos considerar la superficie como si tUTÍfse por elemento al 
triángulo diferencial BAkt cuya área es d<=: -^)r*da ^ llamando 
A al ángulo BAD ; ponemos en el caso presente el signo — por- 
que a disminuye cuando t aumenta (udm. 70t). Pero en el trián- 
gulo rectángulo ABD tenemos que rssSa eos. a, y de aquí st- 
earemos que 

dr=: — Sasen a d a </a=— ^ ""^^ = , "^ 

«aV{l— cos'a) V(4a'— «^ 

Según esto el área d ¿ = — -|r*da nos da 
i = Ar« . — -i!^ = Ar»dr(4a« ^r^T^ 

y Aa\ • 2.^».a« J2.4.2*.a* 2.4.6.2«.a« ^ / 

-/ 4aV 3'^i¿.5.2».a«"'' 2. 4. 7. 3*. a* ^2.4.6.9.t«.rt" '^ 

en el caso presente se ha tomado la integrsl desde r=0 y espre* 
en el área del segmento AOB coya cnerda es r. Si hscemef 

ar == 2a tendremos el área del semicírculo =K^«)*rj+r:T+ 



1.3 
2 



I 3 \ 

■ ' ■■■' ....); igualando a \ ira' hallaremos para it H serie ¿sn 

• • • s ^ 

Torjcnte que sigue cuya leí eetá do mamñesto 



\ ^ «.6 ^2.4.7^ 2.4.«. 9^144.6.8.11^ / 

&,s Goaatto el.srea esré|eontenMi^ antro des cuiras 
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DE {fi%. 55) cuyas ecuaciones son YsFx e y=r/jr mtegrareMcfÉ 
el eleinedto in = dy dx desde PE hasla PJS^ ék decir que Con- 
TÍrtiénJoBe ydjr en (F— y>djr será una función conocida de x 

que repreÍBentará al elemento JÚE comprendido entra dos ordént- 
dos infinitamente próximas. Na habrá mas que integrar relativa, 
mente a x .entre los límites AC y AF ;y si el área está compren- ' 
dida en el contomo de una curva cerrada^ integraremos a (F— y) 

áx desde el menor valor de x hasta el mayor. Cuando el área está 
cooteoida entre cuatro ramas de curvas, como las BM BT". fK% 

JTaV, es fácil dividirla por medio de rectas paralelas a los eje* 

en paríes que ya sabemos valuar por mee/io de les principios pre* 

cadentes. 
Las parábolas opuestas AFy AF' (fig. 59) tienen por ecuación 

a y'=s:h^/^/ integremos el elemento iii = dxdy respecto a x, de 

jr ' a t^' es de<Jir desde—— hasta + ?L ; xdy nos da ^1 que 

^2p ^p ^ p .^ 

' ev'cl 'valr del área de la rebanada JUM*» Intrcgando de nuevo 
daadc A hasta C, o desde |/= o, el área F*AFC serál^, o f xu, 

4.* La ordenada y de la curva no debe llegar a ser inñnita 
entre loa límites del área (apm. ttOS). 

6.0 £1 elemento ydx catnbia de signo seguñ cambien y o x; 
de lo que ae sigue que el área es negativa cuando x o y son de 
aígnoa contrarios. 

Cuando la curva corta al eje de las « entre los límites del 
aras, es preciso que hallemos separadamente cada una de las dos 
partea y las sumemos, porque una de ellas es positiva y la otra ne- 
gativa, y deberemos obtener la suma pedida sin atender a este 
tfltimo signo. 

Por ejemplo, la curva KACD (6g. 56) tiene por ecuación a 
yssj— -x*, AKz:zA¡/z=iX; el oríjcn ae halla en A, Su área e" 

• 

|s:}jr*^|jHf ; si esta área debe principiar en el t>unto B res- 
pecto al cual wifi=: >/(, hallaremos que « = *-,*i ; y de aquí sa 
csremoa que i = ix* — ix* — ¿g. y si el área debe estar terminada 
*én EDf en cuyo límite es AEz=z>Ji, hallamos í=0, lo que úuv- 






olQE 



US BCf e lED eon ígfaalei jr ée aj 
¡moa clarnmeiilB quo SCÍ:=li 
a tomaita desde K hnsta / ea ntiM- 



nos conlrurina. Con efecto vi 
■^BIK- Lo mismo quo el ari 
porqueJC/=l=— KOJ. 

807. Para dar una esplicacion de lalí.rmula<núni. 7S9) T'd 
!{jy'^y) qiieeiri-e para'haüar el área t comprendida entre i 
radios vectorcB,hBlleinaa etérea C.MO (lig. 53] en la elipse ODff. 

h''x 
tenemoH que a'¡/' + 6^í*^a*6' ¿y' ^ — da donde sacare- 






¡^{l"-^) 



como el área t *o cuenta depile un radío fijo tal como el CO' 
hasta el radio CM. el signo— proviene de que j dismínuje, cuaa* 
do T crece (núm. 703). 

Pero la türmula (a&m. 737) de las rectificacione», 'iplicidtal 
circuli) cuyo raJio es u, da para la lonjítud de su arco t, líi^ 



adx 



i do aquí 



mando el arco t entre los miamos 
CA. Cuand.! b=:i. tendrom^is qu< 
e) sector circular BCO^lCOx a: 



quo At ^\biU, i f =:tíf (0^ 

imites que r.^^COf* 
t =\ m, 00 virtud de e 
. BO i i et sector eliplico 



MCO=ltXarc. B0-=-X0';B. 

Rpípecto a la hipérbola MN (fig. 58) lendremns que J'yssai*] 
de aquí Encaremos qim t'=— y y rff =— y^i, ^=—J'gdm:\ÍA 
go cualquier sector liipcrb&lico CAM=CBPM. 

OOB. Cunndo IsseoordeiiadoB son pillares {fig. 5S) leodremoi 
que(nüni. 7í9)(ír = ifVfl. I asi esqueeiila espiral de Arqd 

ineJes(niím. 472) que nos da S:T;-=afl, hallaremos t=~ft 
= — ■ - + c- Para c) área AlO formada por nna reTolocíoa eo. 
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ns 



ten del radio vector AH, es preciso que toniRinoB U i&tef^nl dei- 
d6 r=:o haata r=n. Según etto tcn'lremos <¡»e AIO=lirfi* ígiml 
al tercio del círculo cuyo radio es AI. 

Observemos que, parn que !a inte^rrat pueda estenderaea mas de 

0^=?GO°, ca preciso lengnmns presente quo estn segunda arca 
contiene a la que acabamos de hnlltr, 1o fni<iroo t\\\a luccdo en el 
iiiímcro HOG, S.n 
S09. Propongamos ahora algunos ejemplos do la formula (nlim. 

Tt?)delai rectificaciones, I =t /V {Jj'+'íy') 

I Respecto a la parábola y'^=lp x nos dará 

í 

feüUlntegr»leaín¿m.?T3). 

Si el arco > principia en A (fig. al), IcnJremoa que j=o noH Jará 
«KO:de aquí Eficaraos que e= — ip'íp: luego 

m jp \ p / 

IL Recpecto R la segunda parábola cilbicay'=oJ,' tcndrcmo* 

■=/^'f('+^)=^-V^('+-S)'+' 

En jeneral.y^u^ representa lodis las par&bnias o hs hipcrbo- 
lap, según sea n una fracción positiva o negativa : ballaiemos que 

»=/iÍrV(l + n'a'j*n-'). Siempre que(niím. "0) 2(n— i) esté 

contenido exKcUmenie en uiio, o que - v ■[ \ Ci entero 

tcndremo» el arcí * btijo ima fuinii finito. 



círculo, lendremoH que segUD M halle el oríjen cb4Í 



centro o ea «1 eatremo del iliái 



1 ecuacioD terá y*=: 



^>=t r <— «■■ En átuboa cafioa reaultirá que t=^/ ■ 

J y 



ttiyendo en lugsr de ¡/ lu valor 
puede ejecuUrsB bí no por séri 
]o, esto hace que la cuestión v 

IV. CoD relación a la elipse 



ea X, veiDDJ qua U integración nn 
a (m'itn, 800} o por arcoa de dren 
iciva al punta mifiao de que habjg- 

a*^-{-b'j'^=ii'l> tesdremos ^ 






btcieudoB iií=V(bt— !>')} e repreientii la raíon déla 
dad al Bpmi eje mayor. No puede integrsrRe eíta espreBÍon >inii 
por una Bérie; parí esta ca preciso disponer el cálculo de moilo 
qaeln serie rtsulte mu¡ conrerJL>atc. Porettn rasonpodremoadei- 
■rrullar (núm. 485, 1 1 ) n ^ (aa~n :fl). 

O ai nn haremoí el arco O B (fig. 53) del círculo citcuníCriptó 
= S, de lo cualsacnremoB que 

í^ » (I .. ''^ . _ j . 



iseguidn (=T— o/ (/( ^(— «"íoíid) 



da tíriñwt J 
iftdio e)iTV 1 



en vÍBla de esto tcndremog que integrar una síríe di 
de la forma de A cosi«' (JJ (nSm. 7d6); por osle mftdio < 
O M dependerá, mediante una aérie del arca correspDndien*« OB 
del círculo circunscripto 
Lb rectiñcBcíon de la hipcrbola noa ofrece un raicilla semfjaDU'' 
V, En U cicloide (fig. 33), cujooríjeo ee halla en F, leodok- 
noc {tíam. 723, VI) m 
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Ko 9t le añtde constante cuando el arco « principia en F. I eo« 
mo V(try]&rK F; Mgueaeque F M=^ Yecea la cuerda E F. 

810. Si laa coordenadas son polares (núm. 7S9) tendremos qu« 
d jss V (j^ 9 '"l^c/r^). En YÍrtud de esto, la espiral de Ar q^timedec 

•• la que f vr=Ka9 noa dá 



V( 



oomiAraBdo esta espresion con la del arco de parábola, remos 
que las lonjitudea de los arcos de estas curvas son iguales^ 

aiemiwct qua r sea la ordenada de la parábola, y — su parámetro. 

En Ja aepiral logarítmica (n6m. 474), 9 si r ; bailaremos que 

tsssM drytszírWi'^Cy si el arco principia en el polo, c=o, i 

• 

tendremos «=rV 2 I así, aun cuando la curva no encuentre a su 
polo sino después de haber ejecutado un número infinito de revo- 
luciones, el arco « es finito e igual a la diagonal del cuadrado 
construido sobre el radio vector que le termina. 

Respecto a las curvas de doble curvatura Véate lo que se ha á'w 
cko en el num. 75 1 . 

De lat areat i de lo» volúmenes de lot Cuerpo». 

81 1. El volumen V i el arca u do un cuerpo de revolución al re- 
dedor del eje de las X se' halla (nííra. 752) integrando las espre- 



«= / II yadx, y ti= Jüvydi^Jíly ir N/(£/.r2+ dy 



''; 



Propondremos ahora algunas aplicaciones do estas I5nmilas. 

I. Respecto a la elipse , recurriendo si valor de J» (nOm. 009, 
IV) hallaremos que 



Calcdlo » 

La primera nos dá v=:ttlfl (x — lí";""^^)! *' ^' vértice es una 

de loa límitos, sGrác:^— 7 a- Sea. puts: k Mtundcl^ginentoile 

Elipsoide, o j=a—j, el voItiinenBerá=——j- (3a— z). Cuftndo 
so Irute do todo ol elipsoide, i=! n, y tendremoí que todo n «Ju- 
men sorá —lidia. De aijuireeulta quo; I." el volfimen dula csfert 

C9 =-— w aa ; S.o el elipsoide de revolución es ■ la cefera círcnnt- 

crita ', ; b* ; ai; 3.d cada uno de eMos cuerpos ce los I del cilin- 
dro <¡uc tra c?at¿' circunscripto : '¡.a finalmente el segmento etfeñ- 

La integral que enlrft en el valor de u ea maoifieEtainenic «I 
arca de una porción de cirrulo concéntrico con la elipse i conipten- 
d< do entre los mismos límites que el aroo jcnerador, cu;o ladio 



Síseiratade la esfera tendrenioí(n(lm. G09, IH) qucdi= 1 

i do ayui 11^^ / 3 nrdx. Se lialla can racilidbd ■ Zti^: que es li n- 

perlñcie del casquete eafcrico o de la zona cuya altura es;; i íTti* 
jior valor del arca de luda la esfera' 
II, Respocton la parábola i/'^Sti' hallaremos que 
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Si el oryen está en el vcrtico, c=:o y C= — a^. De este modo 
tcadretnos el volumen i el área de un segmento de paraboloide do 
revolución. 

III, Sea yra=ajm; de oquí sacaremos que 

j^te cálculo 63 relativo a las parábolas i a los hipérbolas, sogun 
■ca n positiva o negativa. 

812. El volumen V i el arca deU un" cuerpo loa conoceremos 
por medio de las fórmulas (núm. 754) 

El modo de entender estas dobles integrales es el siguiente. 
Deípucs de haber introducido en lugar de c,y> y q sus valores en x 
jen y, sacados de la ecuación de la enporíicie propuesta (núm. 
747), integraremos mirando como constante a x o a y según nos 
parezca i atendiendo solo a la que presente cákulos mas sencillos. 
Enseguida atenderemos a los límites que determina la cuestión. 

Por ejemplo, si el área U, que se nos pide, debe estar compren- 
dida entre dos planos paralelos al de la xz, yznac y=^by i si ade- 
mas hemos integrado respecto a y, tomaremos la integral entre los 
Kmites a y ¿, mirando a x como si fuese constante. De este mo- 
do tendremos el área MB (fíg. 40) de una rebanada cuyo espesor 
es infinitamente pequeño =:zí/í-, terminada en los dos planos M E y 
8 B que hemos supuesto. Esta primera integral bcrá de la forma 
^jr. dXy es decir libre de y, pero que contendrá a x. Integraremos 
de nneyo^ respecto a x, desde el menor hasta el mayor valor de es- 
ta variable ; i tendremos el arca pedida, que miramos como la su- 
ma de una serie infinita de rebanadas semejantes. 

Si el cuerpo está terminado lateralmente por superficies curvas, 

deberemos introducir en la primera int':>gral funciones de x para 

loa límites de y, operando en esto de un modo análogo al del n^m. 

806. Todo esto quedará aclarado con dos ejemplos. 

7 
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En la esfera (fig. 57), x*'^'t/^J^^z^=r*l sacaremos de aquí 



haremos en primer lugar a y constante, y a r* — y*=A*; en ▼iitw 
de esto será 

La primera integración dá para una'de estas espresionesriy 
are, (8en=: -r- ) • I como el plano xy corta a la esfera segnn un cír- 
culo Cy, cuya ecuación es a*^-f~v'=^S ^^^ ^^ <iue la abscisa AF 
= + \/(r'— y*) = ii: A es el rndio del círculo formado por elpli- 
no secante Dm C. Si tomaino¡!¡ esta intc(;ralde8dex=:-^AhuU 
r=:^A, tendremos el área infínitamcnte delgada DmC detfB 
banda paralela al'plano de las xs^ trazada sobre el emiifeiv 
superior. 

Hagamos aj:= — Ayjr=+Aoncl arco de arriba ¡ en ifr 
guida restando el primer rciultado del segundo tendremos Vf^ 
porque el arco cuyo Kcno =1, es ^ t. Integremos respecto i y 
que houios con^jiílurado como constante; i por scganda integitl- 
tendremos a Trry, i siendo los límites -»r y r, que son el mewti: 
mayor valor de y, tendremos que Hmr^ será el área del emisftrii 
inperior. 

Digamos esto mismo respecto al volumen V. (páj. 147). 

yV(A»— j«)f/:r = i.r\/(A»— ar»)+^A« are. {wa^^í 

Tomemos los límites — A y + A como lo hemos heoho iiffAi! 
el primer término desaparece, i tendremos \ m A*. Es pnein i 



Calculo INTEGRAL. 17t 

rar de nuevo a ^ ir(r'— y») //y, que representa el volumen de la 
añada DmCC; i tendremos i "^(r^i/ — l^')que entre los límites 
' y s-|- r se convierte en V = § itr^. Este es el volumen de la se- 
-esfera. 

SI elemento de volumen V. está representado por dxdyiz ; en 
mer lugar integraremos con relación a z, desde la z de la super- 
e inferior, que limita al cuerpo, hasta la z do la superñcie su- 
ior : se introducen en zdxdy q^íos dos valores de z en funciones 
xi de y tales como los saquemos de las ecuaciones de estas dos 
wrficies; i de este modo tendremos el paralelipípedo comprendi- 
entre ellas i elevado sobre la base dxdy. En seguida integrare- 
is con relación a x para formar la suma de todos los prismas 
B componen una rebanada cuyo espesor es dy^ i que está com- 
Uldido entre dos planos paralelas a las x z. Supongamos que el 
Idmen V. está comprendido en un cilindro MNg (6g. 58.) cie- 
lo sobre uñábase dada mngs los límites de esta segunda inte- 
Ü resaltan de una sección cualquiera Vmn producida en el cuer- 
por un plano perpendicular a Ins y. según esto tomaremos la 
egrral desde x= Pm hasta j: = Pn cuyos valores los sacaremos 
funciones de y do la ecuación de la curba mfng que es la base 

( cilindro propuesto. Sean jr==/y y x = F y estos valores ; los in- 
aduciremos sucesivamente en lugar de x en la integral^ i resta- 
nos uno de otro estos resultados. Hecho esto no habrá mas que 
agrar una función de y, desde el monor valor AB de y hasta el 
ijor AC, cuyos valores se sacan también de la ecuación de la ba- 

Por ejemplo, determinemos el volumen del cono recto. Tomé- 
is su eje por eje de las y i su cúspide por oríjen ; la ecuación es 
ím. 621). /'y'=:z'^+.r^, siendo / la tanjentc del ángulo formado 
reí eje ilas jcneratrices. Pero zdxdy se convierte en 2\/(t*y* — 
lásdy desde las z inferiores haeta las superiores, supuesto que 
s+ V(^^y^ — z'^. La integral relativa a j la hemos dado ya mas 
iba i en la páj, qus es 



r y/ (/V— '')+2/V are. (,tanj. = ^(^ ^±í- \ 



-f- c. 



eiendüKi^'i.nos lia la ecuación del cnnor=:f;tf 
por limites dul cuer,)a, es prccieo carnbiar en vi caso preeenio li 
en — /¡r (lo cual naa ilá cero), i en r&^iiíiIii en +ly [de áúoi 
concluiremos qiie-'í's'Drr.{íciiy. = -: )=: irí'j/'],icítiiin!oni 
lii n/'^Vy cuyo, esprediun e^ nacesario iiitegr«r dosile y= 
cúipiJe, Insta y^h que coria^ponJo s la base. Finalmeall) 
i-l voliimcn lid cono recto ea ) K-' ti' que vieiic a conveitines 
un tcaremn que ya cooccemoe. 

i loaliiTiitoa lie! Arca ubIlId deUtnil nados porm 
a P M N G, traiBda solireln suparficio do quo se Iral», 
i-em')ssu proyeccion^/g- sobre el ploii» j¡/(niím. 616) que deterat^ 

o recto, respecto o esto rn ció cine remos exaclftnien- 
te del mismo modn. Porconsiguicnle integraremos 11 í/,rií^\/(l + 
!■'+?') entre los líniitci deeigiiado aquí arriba. 
Prcseniaremna aliora un ejemplo il( 
Siijiongamos Iraindneanbreel plano xg, Insdoa pnrtholsa igu 
Iciy opuestas P A Ey F' A E" (fig- 59) cuyac ecnacionM 
jr'=;nJ7 o 5' = — n,r.- y tirada lo paralela FF' al eje de ll 
BÍendoAC^=i. Concibnmoa ademas un cono recto ñe base e 
culur cuya cúspide esté en el orijeu A. y tpie tenga por^etlj 
r = i; \/ (xi+ji).(iiiim* eíil-Scne»^ 
de tiallnr clarea del cuno coinprúlieniliJo cu el cilindro (coto I| 
yantado sobre A M F F' M*. La ecuación del cono nos dá 

c1 elemento del área del cono ca V (l-t>i3}Jf(ly, su proyección 

Rehalla en m. La integral rtílntivanT es \^(l~f-<t^}«''y quo ei 
preciso lomemos desde M' basia M. y tcndremus el írc 
faja infiniíamentc delgada, que i-tlá proyectada en M M", 1 « 
lolvB nos (Inn para las absci»u di 
puntos M' y M que son lúa límitsa de la integra 

r= ■ J^^ -f- — ; y do aquí e 



-íí- \í(i+i') jj 




CiLCL'i-o iiiTEcnAi,. lai 

OpOfBnJo oliori con y en eala |iriinerti integro), ros reeullarS 

fe— vCI+**)qut et preciso ti'inarJcBíIo A linsla C, ps deci' 

tsie y— 9 hiislo y=b. HallaremoB por valor de! firca peOiiia 

TÍT^O +<-■). 

.Merece Humar niieslra atención lu aiilicuciun iJe ei^toa princi- 
\ la inJagacton iie los cenIruB de gravedad y a los momeiiiuü 
lírcin (véase mi Meeánicn mlmcros. 01 ySíl-) 



PV. INTEGRACIÓN DB LAS ECUACIOMCS ENTKE 
DOS VAIIIAIÍLES 



1 dt lai Vtiriabkt; Etna 



iblet. 



M primer i 



inl M'lif + iidr^o, que 



i 



propone la ecuación áiCeti 
«■ del primer firden entre ks dos variables xe y. Ei cviden 
■i eetiB vnríables do ealan mexcIudoB, de modo que M no conten- 
N esté sin ^, la integral de la ecuncion será ta turna de 
ilnte|;ralea que se fialloa por media de tos pcíncipÍM anieriom. 



Eato mismo luccderá ci 

rsrte JoavirUbtef. El ( 

indo M. Cd aola fiiDcior 

¡0 la ecuación por M M , I 



f!ady-\'Piilx =conitai:to 



de Td cual puedan >»■ 
isaencilloca el que %a proaenla 
y N aolo dc'y : porque dividiin- 



.orfj^(I+*»)-Wy=i. 



iBt Calcui-o inticru.. 

rfj tty 
1I0B di — = : y del oüin. (713) concluímoB qa« 

Iil4. Si fuese M = Xy y N=X, Y^ siendo X y X. runow- 
I1C8 de j-, y B V I fiineionea de i/.toodrinmoaqiieXVdji+X, Y, 

rfj^oquenosdiirfi dividieiidnla por X Y. 
Y X 

81j. Puede también ejecutarse la sepnr«cion de Ins variubleaen 
IsB ecuscionea knmnjencaí (níim. ) respecto a x e y, Sea por 

ejemplo m el grado de cada tórmmo Ay -c , ea decir i|Ue nic=A 

•^k, ai dividimoe la ecuación por i"' , teadremoa que el lirmltra 

Ay X Bc convertirá on Ai jí) =Aí , con hacorBV=">i 

Vemoa piiea, que M y N se habrán convertido en funciones de c 
Bulamcnte, do modo que si diridiinos por M la ecuación Mfíy-(' 
Niíz^o tendrctnoa Jij-t-Zdjr^ o. l'era como y=:r: nos d&dy:^ , 
Ti¡t-^idx, aigucae queirf:-|-(í + Z) dj;=:o;y áo aquí BHCBíaM 



I. Tomemos por primer ejemplo a (<ij;+iy) r¡y'f-(ji +yy) dt 
^adividarooB por ar-\-by; y hiillareinoa que 



'^*i»-*-('H-ff)í+/ 
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niya ecuación oa locil Je integror. Eii seguida ev preciso suutiluir 
P «—en lugar de I, 

Asi CBijuc ydy+(x-^í!f) dx=zo en ntoncion a ser a:=o, bs^f 
> ^ 1 yí:=!no9 ái — -\- *" ^o ; te agrega* al nume- 

radoi de) segundo término, con lo cual se convierte ( 

o T-r~- Por eonaiguientc tendremoB qne integrara 

dx , d¡ Jx __ 

y de aquí sacaremos que 






O también íe(j+jz);=_ 






dy-i-- 



II. Respecto a ai) di/+ (i ^+b!f°* ) di=o, lendrenioa que 

III. Seamly— y(tE=iíiV(i-*4-y'); haciendo a y=jj, i iliri- 
E diendo poTrhaliarcmos que 

rfy— «ííí=;(ix\/(l+i*),y de aquí sacamos que =— 

' V (!+«•> 
[ cuya tntegrd <ni'im. 173) ea *=:rz+t*(t+«') o 
»*^fy-t-cVCa*+y*). qoeserednoea j^^aqr+e'OMi Utaataor- 
tar a ry i clevaral ciiadrido. 

lV.¿Cuíl ei U corva cuya SreaBCMP (fig. 51 )e« igual al cnlw 
de 1a ordenada PM, quela lermluB, dividido polla absci«a *srlfl- 



li)4 Calculo intechAl. 

:indofle eato on todoa sua puntos, piirliendo de oni 



liCÍ 



:? Deísdt=-Í^, ■ 



deoadN Sji 

d¡rerenciáiidolaqiie(-r»y+y")iÍJ= 



3<tf'í/j/; ai hacciQos ay=.rí, hallaremos (n. 7ü5) que — = — '- 
jdeaiiLiii'(r— ?si)'=.-, i ponlltirao 

Qlú. Porconaiguientc será integrable cualquiera ecuación ^ue 
puedo liBiCerdc hotnojcnca. AbI ea que respectos 

ae hace a or + ty+c^r tj|j--^ny+;i=;í 
■BCATemoa de aquí que 

y en seguida 



rfy: 









iJi— 



k ecUBciou propuesta ae convierte en laliomojéncn. 

t.íy4-W/=oocnk(nií— ni) <íi+(*í-ni)(í/=o 
Cunado H.* — fKi=o, deja eatceilculo de ser posible, pero en Ul 
cteo resulta (¡iic m=:"° , y la ecuación propuesta es 

ici/y + É/)i/j + (aj+iy) (Wii+ni/i) s;0 
i]c lacualseijeparan las vurjables eí hacemos enellnaaz>}'íiy^e; 
aUBlituiremoH esle valor, irfy,^ — r- — ■ i ele 
&n. Tomemos la ccu&cion'iiKíaíodc priuiergrado eny, 
<¡!/-{-P¡/tlf=Q,'lT, 



= ll+tdz+ Piíi/r=Q,'/j-. 

Ib ecuación y=: :l, t y I son runciones do j, una ile las oualcí 
mnnifiealamanla arbilraris ; por cupiigiiiento puilcnioa dflcrmi- 
narla igualando & cero el coeHcícme de z ; luego 

lera nos Já—= — PJ/, y de aquí encamo» qae /(■■ 

•rfí, i como PJí no contiene B^, os IScil tialltr I» integral u 
Vdt. Por consíguieute Icnüremoii que 

„„.+.. i, =,-»+■■=,.•.-» 

I ecuación W»=Qí/j- gc Cünvicrtc en c' dx=Ci,."dx, y de «t[ui 

Ct y (iBon ñinciones en no cid ti h dp f, y ileapucs ile liaber obteni- 
U integral ilej'Ue" dx, ccsütiuremos en lugor de ■ m valor 
.oye loqui; por úRiiiio nos ilnrí ¡ainlcgral padida. 



=/Xl« í/í + r, 






=/p<;.. 



Qeeetecfilculoic inñere, que ea inútil aRadir una con^t; 
tt integral /P<íx=u 

Sea, por ejemplo, </y-(-y'íi=nj'i'j-; cnln que ion 



/■«•"■"=/" 



1 , 0,3=0^*, U=/Pd»=X 



Calculo iifTKakU. 

(l+j*) dj/—t/idi=aJj; tenemos m 



/xúi 



-íV^Cl*"): 



luego'" =7(1+1') ' (véMenfim. US, 11"} 

j riiioliiiente y=ax-\-e V(' +■'') 

BIG. PcirtiltimolratemoaUícuacipfiíie Biewli. llumidft uí ; 
que este sabio ca el primero que iTatú de ella. 

Jj(+6y'iij=:a'" dx : 
!." Si 711=0, tendremos páj. 103). 



-i^^d.^- 



dy 



luego 5uV(i>i) + u=/(Va + ¡í\/i) — f(V<i— y S' í). 

S." Cuando tn no aea nula, hiremoa a y=l>~ f~ +1 * 

y haUaremoa que X í/i-f-fij dx^tu "*" (ir 
i que intcgraTemos 



1 runsrorraada lioaio¡énea eí 
ilii la! variables, cuando m-. 



" En cualtjuier otro caso íiarenioa a 






C Ate U 1.0 IHTEaRlL. 

a ocuicion semejante i la propuesta, 



•ii+b't^du-. 



a lo hemos lieclio aqaí 



• r L'onaiguiente ¡lOtlt^Dinsí ruta ría c 

ii 1, e intígrgrla siempre t]Vie.n sei 
1 '^i uno es ni — 9 ni — 4. electunremoü una trniiaformaeion es- 
tante, i continuando adí sucosiv amenté siguiendo loa miamoi 
.;';diin¡enta3, recaeremos siempre en ecuaciones de las mis- 
3 formas que U propuesta , (jue tcmlrán por eeponente ile la 

,-i,il)lcen el segimiio miemliro, un capónente f 



m-hlí 


,+4 
,.+3' 


P + 4 
I'+3' 


,,+ f 


3in4-8 


1», + 1¡! 
3m+7 ' 


1 uim de c^ 


ílüs reacciones cí nult 


l.mt.gri.1 


..decin 


M m . 



— ^o — 4,noBBerá lacil ha 
— EÍciiilo i un entero cual- 



Si liuiíiéBeroOB principiado por hacer «y=í , y í"'"t* ^g 
'.■i propuesta, el miapio jcnero de cálculo nos liubicra conducido 

i.Uarniiela integración es posible cuando m=i -■ . -—■ i ■•! 
- ■- -, M lo condición de la inlcgrabilidnd de la ecuación (lí 



IBS Calculo isteatLíi. 

Del fadar ccnutaienle para la intrgrúiitidMil' 

SIS. No •iempre resuHa la ecuación Mdy-f--'^<'' = ^^1* ■<>■ 
meJialn diferenciación deun»eoui(ciony(r,)').^(i ; porque se h? 
poiliilo nigi bien después de cr<.-cLundo este calculo, multiplieti 
dividir toda la ecuación por úns función cualquiera o haber elíni- 
iinilodeella una con»tnnlc (nüm. 607) con el auxilio de/'(j',y)^ 
0,0 por último haber ejecutado la combinación que quemoMcea 
sstae ecuaciones entre sí. Por consiguíeute puede eer muí bían fui 
In ecuación propuesto na Fea una ¡liffmiriat t 

Eajeneral, sea u_=/'(j',^), comoau diferencial es. .. . éits^MiK 









+ JV"iÍj, tendremos que li relacían --—7- = 
' ' dxdy „y 

presente 

~dZ~<¡i ^'J- 

I asi, ¡iempre í/iií M(ly-^Ni!x ej una 'diferencial croríü, dthe'qtit- 
dar tiliiferka. It enndician [ !). I redpmcatntnU ti M y N tumpltm 
con la conJichn {1) Mdy+ Ndx ei una Ji/ennclul ejaela yat 
pre lerü pasible iBÍí¿'rar. 

Para demestrir esto reeiprocn, integremoa a ^i'y miraaSo tr 
como oonitantc, i aea P la integral, función conocida áttfit 
dP 
= rfy • 

por Talor de la constante arbitraría auna cantidad X qns pmlrt' 
contener B í, tendrein«3 quo P + X aera la integral de UdfHilí- 
relalivBÚy. Prob^mu3iihoraqueP + X es la integral de U^4. 
AT/j, siempre que tenga lugar la ecuación (1). 

La diferencial completa do P-J-'^ M ' 



d? 



dx+ 



dp 



dP 

dy + dK 0-y-í/j- + M./l/+rfX. 



dedondedebemoaconcluir qud P-f-X fcrá la inti-^ral Js H^i 
4.Ai/j(queporcon¿iguientí eeri una diforencial exacta)» >ca- 



IB poileinos doisimitiat ■ X de mmla <] 
UKdx, o 



KJi=---Jx-i-dX,o,lX = (,H- 



■ Poro, H difcrciiciamos a M = 



n fElacion B x, hallnremo*. 



irirtttd «lo lo conilicion 


<lü. 


I hcmoB 


aupue«lo(l). 


i iijir 

di 


d*p 


- = 




./N 





rfp 



iguientc 1 1 integr 



B Je dcmoatrRr. 



icanmacaP + XaienriD P Ir 

ijrjrcapfCto B y sola, i X ta integral de k funciun do z dada.' 

El&MiiBcion (t)< S^gun grIu liemos ileni(»Etrni]ola,rcci¡irocK que 

^{propusicnDB al propio ticmpu i]uc hemos dado un ptoc^^dimicn- 

ri¿l»r« Ib integración de Mii¡/+lidi. 

Crecmot inútil decir que iguslinenic pueden ptinripiarse por in- 
tegrara Sdt, c onsL llera II du B y como oinslanle, i completar la íd- 
itgnt coa nn» rmicion Y Je y, rtc. PieferírsiiJos siempre cnlre loa 
■h» modoi cl que facilile mus el cálculo. 



I. Si as noi propone ¡nte^m 
cncnyacsprcílon =iin 
M=:6yyN= 



di 



n/ci+^'') 



+ ^di + ZI,.j'ly. 



bailaremos quo P=;&^'i i aal bi/' -(-Xcí la integral qucbuscamn 
por quelaeon'licioo(l)iiiieilasit¡5reclii. La dir»roneinl di;ií*-f« 

pít«l»Uvaax, comparada con N</í,ni8 di (aira. 77J) 



TW— 




"^ 




aqoi Xkoj 


*,.[.. 


i«.e.i 


.a™..,., la mi 


gral ptilida 


" 




l.j>+.r+/. 


[' + >/( 


+,>)] 


11. A6 


mismo respecto a 












+ 3»,<Jí, 






- íqr 


7, +">". 



Despucí de haber rccnnociijo que ki ecuación (l)'qD 
cha, Integraremos n ílJi respecto* r, t hallaremoa 



riprfiíentiindo por V un» función dey. DircrcnciindoofU eapi 



(íY=3*y* rfy, y de nqiii Y=V+''- 



I añtaemoa obteniílo li integral co i n píela mente. HadwA) f 
6ho, faKlluemoB qae 



EEtttintcgriiÍr]utcinp!enM. Tiüp 
u unoBío purtiuular del pri^GL-tI(.'n 



icoCMeonni.celeat. 1.1,1 



nodo liüllureiuos que 



/, 






-.i.c[^ hy/u'+!/')] 



' DIO. Cuiiicli) Mi/y-{-N.y.[n'> íiitJEfa;;n n l:i conilicion de inte - 
grabilitlml , puliremos ¡>ropiiucrno> eí, mjitiplivando •(taiSproBÍoD 
porunafuncioM t áaxe ¡/ puede convertirse en una dJfercneÍBl 
exaata. M'/y-f- NV.i=o resulta de la HÜmiiiHcíon de ina coantantc 
•otra la pnniitÍTB/(j, y,c.)=oy Bii diferencial tmneilinta. Ponga- 
mMMtB ecuación l)»jo la fDrniiiy' + K=o, i: = g (j, y), locuiil es 
pemitido; K represontn uní funelin cualquiera áeiei/. Siéndolo 
derÍMdrí dv c=^^[i.i/), ^t'^ Py'+Q=:o, ícndrcmos que ¡/'+ 



■^ss o, ycorao la constanlc c 



ic hllln 



aquí, esta eap región 



(núm. 687) es idéntica cciiy' + k, o 
K >'+K=^-? = X; tendremos quef = Pí.V+K) 

^Kdiiio estol <]oa miembro! son idénticos, i como adetnaa ^' es una 
^^Lrivadn exacta, sigúese que también P(y'-t-K) lo debe ser, ttlo 
^^^M ptuebft que liímpreAai unyaefor F conEcnienU pam hacer que 
J^fkfuitetoay' + Kieaiiilegrnblc, ato miimti lueeiie con toda ecuanon 

diftrenciai del primer orden entre xe y. 
Busqneraoa nhora esto factor , que representaremos por x- 

Mídy+NWf no puede ler difcenciBl exacta si ai> encsíodequ» 



dt ~ dy • "'^ ~¿^ di/ J ' d,j 'de ' 



G»l3 ecuación de las diferenciales parciales ea útil raras vecM 
en raiona !adifi;ultad lie sus cálculos : pero podremos uctr de 
ella algunas propiedades notables. 



tacil Jiallai; el factor i 



1 integral 
. purgue 



. de=fMíI¡í+X./,), noaser» 
a de es'.a compiracigii 



i(M(í¡/+NiÍj) que le es idémico, sscurii 
&cÍlmciito a X. 

S.o Mtilliplieiiido la ecuación (íu=.i(M(/y+Nc'j) por una fim- 
cioo cualiiuicra de v, como <p u, tendremos que 

1 como el primer miemliro es una diferencial e:iocta, el 
ño que csidcLiticj nél, debí^ tmiiLiicn gcxar déla misma pro|Hedad¡ 
' de aquí se e1»uc que tiai una inUnídad de facli 
liados para hiiccr que ttida fiiiiciuu de i ¡- de ¡/ ech ínicgrabley qtM 
él coDOciiitiento de uno de ellos tul comí) i es Guficieittc pan ok 
tener un número inñnito iie lus oL 

3.0 81 el factor z iiocoiiti''naFÍnQ ii[i:i de Ina vsñnbleix Ojr Ifl 
hsUarema' fácilmente: ponguc cea = función de f K<4iL,lt ecaKÍOll 
(3) se reíloce a 



borque 







c/i 


»ü. 



,lf ' 



a Jifcr, 



• (-») 



I parcial. Lo : 



gracion de esta cciiicíun nos darJi a : : porque In hip&te(i4 fñQ 
■'■ que el flegimdo ínicmliru son independíenle de¡/; en ette taisanp 
' ráctcr recono ce re moa ti es Icjitimo la suposición. 

Asi mi^mo, úz es función de;/ sola, tendremos qtio 

j el Ee^nndo miembro Jebe ícr Independiente t!e x. ObservucW 
en Ihb ecuaciones (4^ y (i) que la parte comprendí J» entre paiA 
teaiscsimlu, siempre que Míí¡/+NVjes un» diferencial cxacM. 
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I. Ssa, por ejemplo, í/i-+(aííi-f.i7i//i/¿()\/(i4-.t-2)=::o;Ia con- 
dición de integrabilidad no está satisfecha, porque 

c/N dU _ _ pi/x 

pero esta cantidad, dividida porM o por *//^V(l+.i') dá por co- 
cíente la eiguienle función de x,- ^ ; luego podni Imceree inte- 

grable la ecuación por medio de un factcr función de .r. La ecua- 
ción (4) nos dá 

1 , 

Luego s:=-7 -.La ecuación propuesta torna cntunccs la 

fonnaquc hemos hallado núm. 819, 1 

IL La ecuación lineal í^¿/ 4, P//(/a: = Qír.r nos da--^^ ^-^ — 

\hf dx 

=:P, tampoco tiene lugar en ella la condición (I) pero esta función 
P dividida por M=l, da urta función de j; y asi — ^-PJj- y de aquí 

•acaraos que /5:==/'Pí/.r=u, y -?=« . W^te es el fuotur quehace 
que la ecuación propuesta sea integrable. Dicha ecuncion secón- 

TÍerte en c" ií¡/ ^ e^ {Vy — Q)íf.r=o ; ya no hui mas que seguir 

el procedimiento del núm. 819. Integrando ae //// respecto a // 

tendremos e^ y-{-X, cuya diferencial relativa a x, comparada con 

¿^ (Py — Q) -fx, nos da dX:=— c ' Qí/a-, i la integral que busca- 
Dio* ea según ya sabemos (nilm. C17) 

« y=íAl« '^•t*> en cuya ecuación U'=fVdx 
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III. Asimismo, xhíi/+[4j^f/»^--pr—^-^)Jz==u>, nosdllssr 

Ir; según esto es preciso multiplicar la propue-sta por x para qne 
sea integrable. Finalmente hallamos por integral a 

IV. £1 factor conveniente para hacer integrablcB las funcioDCS 
liomoj eneas se halla con facilidad. Sea m el grado (ni1m. ) de 
una función F de esta naturaleza, cuyas variables sean x, y, . . .. 
si las reemplazamos por Ixjy siendo I un nilmero cualquie- 
ra, la función F se convertirá en /™F; si hacemos a/= l-f"/i, ten- 
dremos que F se convertirá en 

(l-*-A)mF=Fr H-mA + ifn(«2— l)h« 1 

Por otra parte x, ?/. . . . se habrán convertido en jr+^af, y + 

hy y la función F de (r+Zu^), (y+''i/). ... se desarrollafe- 

^n el teorema (núm. 703) 

■ rfar ^^ dy ^ ^^ dx^ 2 dxdy 

d^F hhj* 

, "c _ . • » • 
dy"^ 2 

Comparando las potencias semejantes de h de estos doa destr» 
rollos hallaremos que 

dx* ^ dy ^ 



cí*F rfap d*V 
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821. Para aplicar esto teorema a Md y '\^JVJxy cuñndo MiN 
son homojéneas i del grado /?, indaguemos si existe un factor ho- 
mojéneo z que haga a rM</y-|-zN</x una diferencial exacta ; sea 
n el grado de z. Como Nz es homojéuca del grado T'-l-n, tendre- 
mos que la propiedad de arriba nos da 

0,+n)N,^,__+y__ 

pero se supone que 

á(Mz) _ d(Nz) 
dx "-" dy \ 

j sustituyendo en la precedente en li:gar de este último término 
8tt valor, nos resultará que 

^ * ^ dx dx dx 
• también (/)-*-« + !)>««= "—jj. : 

esta ecuación queda satisfecha, con hacer a c:r= ,„ — ; porque 

entSnces el grado n de ¿ es =: -— y^— 1 , i de aquí concluimos que 

p'\ n [ ■! :so. Luego — ^ ■ es integrable; en seguida la in- 

tegraeion no presenta dificultad (niím. 819). 

Hallaremos que xdy^^dx [y-f- \/(a:»-j-y*)] =o, debe diyidinie 

por X V (^+3^')í integrando a ^(7a"í^q;ircon relación a y, ten» 

dremos /[y-*- V (''+ y*)] (n(1m.'?73); agregando a X, differen- 
Cs indo respecto a or^ y comparando nos resultará que 
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./X=-c/.r ( y± f/f Y^ + -, '— ^ ) 

y según esto X=:?t' — l-i""*! >' í* integral que buscamos es 

f v+ c ^/ ( r» 4- j/íí ) =r j2. 

lü rnismo que cu el mím. 815, IIÍ. 

i;22. Hai alíTiinas vícos ncceshlad dii diferenciar, relatiramen- 
le a y, funciones que, asi como u^=fJIdj^ están afectadas del 
eigno de iult'gracion re-pcrto a r : en eefte caso so diferencia bajo 
el si'mo/ Con cl\v:to siipuest > que tenemos 

du (hu (T^ii </M 

í/r * ' di/ í/.r dj . 'y *"" d¡/ * 

c intcírrando con rclücion a .r, halJainos que — ; — :=l I —r^di 

dy J dy 

Sobre las solucio72€s stngularet o pirticulares. 

í:23. Si se nos propone unn ecuación diferencial V ^o, qne 
tenga por integral completa ay* (j,j/,c) = o, siendo c la constante 
arbitraria. L.i ditVrcncial iinnediata de e&ta ecuación será. ... 
p jr/ -|- Qc/u = o ; ia ecuación propuesta debe resultar de la elimi- 
nación dec entre estus do.'S últimas (nilm. G87). Mientras que estas 
permanezcan las mismas, debemos por medio de la eliminación de 
c recaer en la ecuación propuesta V=o, sea cual fuere la magm- 
tud que demos a c en una i otra, i aun cuando c sea una funcioi 
de T c y : esto es evidente. Diferenciando a jr, y, y c tendremof ^ae 

?dy+Q,dx+Cdc=zo 
que ee reduce a ?dy^(idx^zo, haciendo a C</c=o : lueg^o cual- 



Calculo integral. 199 

quiera valor de c que cumpla con esta condición cnmbia af:=^o em 
una ecuación /=:: o, de tal naturaleza que su diftítcncinl es aua 
Pi/5^-{-Q(/jr=:o:la eliminación de c entre las ecuaciones C^=:<<i 
yy=ionos volverá a dar la propuesta V=o : lueg-o /*=o es una re- 
lación entre xey que cumple con la ecuación V=: a, i es una 
integral de ella. 

CiIc=o nos dá 

lo. d e=o^r.z=: constante, i la función^' permanece la misma. 

So. C =0 puede dar un valor constante i determinado de c ; en 
cuyo CA»o/=o e*i uniivUe^ ral p ir ticular y que no presenta nada 
de notable ; este es un caso contenido en el precedente en el cual 
ve ha tomado para c un número designado. 

3o. C no contiene a r, cuando c no se halla en/sino en el primer 
^ado ; en esto caso no debi*m )3 hac<»r a C = o porque esta ecua- 
ción no puede darnos ningún valor de c; o mas bien C=o dá una 
integral particular que corrcspomie a c infínita* 

4®. C = o 6— -=o puede dar para cuna función variable, 

ac 

c= <P(x»y); sustituyendo a c en/=o, tendremos una ecuación 
y^Oj cuya diferencial será aun Pdtj-^QflxirzOj eliminando de 
ella a Q. 

En jeneral,y*no está comprendida en y(^,i/, c), porque c no 
puede recibir en ella sino valores constantes, mientra» que c se ha 
convertido en variable. La ecuaciony*=:o que no contiene cons- 
tante arbitraria, nos presenta una relación entre x e y que cum- 
ple con la propuesta V=:o, aun cuando no esta comprchendida en 
eu integral jencral. Esta es la que se llama Solución singular o 
particular. 

Por ejemplo, la eliminación de la constante c entre la ecuación 
ys.ii^Scy-|-jr'=c3, y su derivada nos da (nCím. 687) 

(x2— 2yí) ya— 4j:yy'— X» =0 

pero si miramos a c como dnica variable en la ecuación primitiva 
propuesta» tendremos que c=: — y, esto la cambiará en x* •^2y*=a. 
Podremos cerciorarnos fácilmente, por medio del cálculo, que esta 
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ecuación satisfucc a la ecuación diferencial, aun cuando no está 
comprendida en bu integral. 

Asi mismo r^ — "¿aj — ¿»— c'í=::o, tiene por derivada después de 
efectuada la eliminación de c a 

La derivada resprcto a c sola nos dá y+C^o; i de aquí soca- 
mos que c= — y, y en pognida .r*+,y' ^í» ; esta es la solacion sin- 
gular de la anterior ecuación derivada. 

La ecuaciíin ¿^.= .r-|-(c — 1)» \/.r, da C='¿(c — l)V.r=o; i de 
aquí sacaremos c = 1^}' '.'u sc¿juida^=:a*, caso particular de la ¡n- 
te¿rrril completa ; etita no es, pues, una solución singular. Esto fo 
refiere n lo que ya hoino-g dicho (2o) 

Por último, la cena ( ion y-f-.r'=3r.r, nos dil C=2x=f>, que no 
contieno a c, no nos dá sino una integral particular relotivt & 
0= ^^ (w'ase el caso :3.°; 

8-2 1. IJiircuiMs :iqiií ;ilnr;iii;iá observacioiJCí. 

1.'* Deben h:illar¿o la-í foliicionos «innrulares, con tanto cuida- 
do como las intpfrraje"? completas, por que pueden contener la ver- 
dadera solución (!el problema, que conduce a la ecuación diferen- 
cial qne se ha integrado. 

di 
2.:i La ecuacion-^=o er¡)resa la condición para quo /(j-.y ,<")=o 

de 

tenga raices iguales relativas a c (núm. .023, 5,'»). Luego %\ por 
medio de lu ecuación singular, hacemos desaparecerá :r o a^ ten- 
drrmos que la integral completa de la ecuación resultante tendrá 
factores iguales. Asi es cí>mo en el primer ejemplo, si hacemos a 
«*:=— '*y*, se convierte la propuesta en 

3,a Supuesto que la constante c es arbitraria, podemos conside- 
rar la integral completa í\x, ¡/yc)=io como la ecuación de una infi- 
nidad de curvas, cuyo parámetro c es.diferente. Luego si damos a c 
todos loj valores posibles, tendremos que estas líneas consecutivas 
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thros 86 cortarán de dos en dos en una serie de puntos cuyo siste- 
ma formará una curva tanjcnte a cada una do ellas. La ecuación 
f{xy yyC):=zo pertenece a una de las curvas dichas i así mismo a 
la curva que las abraza a todas ; solo que c es constante en el pri- 
mer caso, sean cuales fueren x ey\ mientras que en el segundo c 
es «na función variable de las coordenadas del punto de contacto. 
Como la tanjente en este punto está determinada por y\ vemoi 
que es la misma para una y otra ; por consiguiente y' debe conser- 
var el mismo valor ya sea c constante o variable en la ecuación 
yi[j,y,c)=:o; de aquí se sigue que si eliminamos u c entro /=o,y 

^ =0, la ecuación resultante on x Qy que es la solución singular^ 

pertenece a la linea de contacto Je lis curvas comprendidas en la ¿n- 
iegral completa, {Véase núm. 765). 

4.* Resolvamos respecto a c la ecuaciomy^.r, y, c)=o y sea en 
4» (*,y^ Si sustituimos ^ (.r, y) en lugar de c enyTJ.r,y,f)=:o el 
ref lutado será así mismo nulo, esto mismo sucederá a todas las 
derivadas, ya sean relativas a i*, o ya a y. Por consiguiente ten- 
dremos que (núm. 672) 

df.df de , Jii df . df 

pero-— = o, nos da -^= oo: así mismo ,-= co- Este carácter 
*^ ac dx dy 

pecnliar a las soluciones singulares, presenta también un medio 
éñ obtenerlas. 

De X*— 2cy — c* — h'szo sacaremos que 
c=— y+V(x'+y»-6), i' = 



^« V(x«+y'-6), 

luego j*-t-y'=i¿ que hace que esta fracción sea infinita en la 80* 
loción singular. 

Al hacer a-r^ o a — infinitos, convendrá nos aseguremos ñk 
dx dy 
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ie)ack>n entre x g y que de aquí resulta, combinada con la pro- 
puesta da a (x, ^)=con8tantc ; porque en este caso no tendría- 
jaoa Bino una integral particular, 
ü.a La existencia de las soluciones singulares es una conec- 

cnencia de que la ecuación — =:C=o, da para c un valor variA- 

ac 

ble c= (x, y), pero puede suceder que la función ^ pueda re- 
«fucirse a una ron->tantc, en virtud do la integral completa de 
Jlc^yVt ^)^='^'> o queyconlcnja a c bajo la forma de J{c — a) (c— f) 
dfe modo que c=:^ ven^'-a a ser lo rniámo que f=a: cu cuyo caso 
DO tendritiinos mas que una inte¿fral particular, como 8Í hubicsc- 
ino6 tomado un numero dí.*tonninudo pariic. Luego. /»arfl que C=o 
de una solución ningular ^ ex preciso que no resuitc para c, ni Uü'i 
íonstanle, ni tampoco una función váriuhle^t quCy sustitvidaen f^t\ 
ven:^a a ner lo mismo qnc el tojnrir para c ti7i valor constante^ 
Por ejemplo, 

nos da C = — y{x^'{-y' — ^) + (j:*— 6)cz= o 

y de aqui c:=z'~ ^-^- , y en seguida ¿/-¿(^i+a*— //)=:» 

Esta ecuación no es tino uua integral particular proveniíh 
¿c r=;o 

Asi mismo c? — (*" + i')<^ — c+T+y = o nos da 

C = 2r— r— y— 1=«, c = i(j: + y4.1) 

la propuesta, que viene a sor {c — 1) (c — x — y) se convierte en 
^ar-|-y— i)*=zí), y asítLMidremo3 qMcx-f-i^= '» integral particu- 
lar provenida de c=r I, dtspues de haber dividido por c— -I. 
La ecuación y=a:4-(c — 1)^ (c — x)', nos da 

0=1 nos dú la intf'gral particular j/=j ; c =a' nof da lo mí«mo y 
ao una solución singular aun cuando « sea variable. 
En fin r=i(.r4-l) da la solución singular 
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6.<,SearelmullÍpUcadorquehace(]ueInecuiicion¡/'_|.K=o sea 
"na derivada exacta, de modo que :[y' ■\-K)'=f':=i} tenga por 
primitira a ^{x, y)^c ; no debemos comprender en cttn ecuaeion 
a solución BJnfuIary^n. Por caneiguietitc, úde/=a, sacamos b 
y CD funcionea de j-, y^ ífi r, su austitucion en la futioioii 5 (■í,y) 
DQ debe reducirla a. unn consunto ; 3^ así eú derii'aila $' do dúbe 
ser nula. 

VemoB, pues, í¡ue de las dos cspresionea j/'+fc, y í' o í(s'+í^) 
una (la ellas debe Bcr nula en virtud dej/^i^^al propio tiempo 
lúe In otra na debe E^crlo : esto no puede tener lugar sino cuando 
X es inSnita. Do aquí resulta que ks soluciuncs singulares hacen 
que ecan inñaitoa todos los factores cunvenieotcs para hacer inte- 
grable la ecuacioD diri-rencial propuesta ; o mas bien que las solu. 
cionea siegularea de esta ecuación no son otra cosa que los facto* 
res aljebrsicoa, que pueden ponerse de raanifioíto, i separar de es- 
ta ecuación enteramente por medio de uua traniformacion cúnve- 

(Véase una Memoria de M. Pois^on, l3o. Diario de la Kscucta 
Pol. en la que se demuestra quesieropre podemos librar una ecua- 
ción de primer orden de su solución particular, o introduciren ella 
nna a nuestro arbitrio) 

825. Concibamos que J( = X emplea con una ecuaeion propues- 
ta ¡/'=F(£,¡/), siendo X una funciou dada ^c J", i que tengamos 



.X-=F(>,X).. 



■(O 



traltme» ahora de reconocer is y = X ei um toludon linguíir.o 
una integral particular -. sin quo X contenga constante arbitraria. 
Se« y^ 4- (■"■i") '" if'egral completa de y'^F^j, y)y a su cons- 
tante arbitraria : si y ^X es un caso pnrlicular de y= %J, (j, j) 
de modo que ^ (x, u) se convierta e:i X cuando atribuyamos a a 
un valor i, C8 preciso que J,(i, a)— X acá cero enel CBso de ser 
a=6: luego (núm. ) 



+ (i,a)_X=(a— i)"' 
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m representa la potencia mas elevada den— ¿, y z una función do 
X y a que no es ni cero ni infinita, cuanrlo a=h. Reprcsentamoa a 
la constante (r<— />)°» por c ; en virtud do esto la :nte¿jTal completa 
de y'= F(.r, y) serfi 

Si sustituimos este volor de y en y* :=F(r, ?/), tendremos que 
esta relación será idéntica, 

X'+C;'=r(.r, X + cr) 
Pero, por una parte, el desarrollo de z según las potencias as- 
cendientes do c tiene la forma (núm. C9C) der=K-{-Ac -{- 

Be + .... los Cí-ponentos n^ b, , . , van creciendo i son positi- 
vos, i loa coeficientt'o K, A, B son funciones de j ; porque t 

no es ni infinita ni cero, cuimJo c=o. Luego 



x'+c5'=X'4-KV + A'c"+^ + 



y por otra, el desarrollo de F(.r' X+cz) debe también ser 

F(4r, X)4-N c «" +Mf"^ ;:^" + . . . . «, w .. . son crecientes i 
positivas. Ademas es fácil obtener esta serie (nílm 706) i dcbcmo^i 
mirar como conocidos los númoros n, m,...., lo mismo ¡que ](u 
funciones de x representadas por N, M. . . . Luego si sustituimos 
aquí en lugar de z su valor desarrollado, tendremos, en virtud 
«le ta ecuación (I) 

-hMc"*(K+Ac'^ +....)™,|. etc. 



Caí. cuto ii 

Ahora et trata de snber si es poíible determinar a x o mas bien 
& los coclídentea A, B, .... en funciones de s, i los números 
a,b,.. . de modo que resulte eatn ccuncioa idéntica; por<¡ue si 
esto noes posible, y=X es una íolucion G¡ngular:cn el cosú 
coalrari», teniiremoa una integral particulnr. 

Tres son loa caaos que se preíentan 

X." Si n^l, vemoatgue el témiinn R'c do tiene Ecmcjante que 
le pueda, destruir : por conEiguletite habrá que hacer aK'^oy 
de aquí tiacncem^squc Ks^consiante. ICn seguida lia rjtnDB n a-4-l 

=11 ya A '^NK," esto determinará a=n — I, y A=/NK"í/j' ¡ 
y asi de los utros térrainoí'. Por iiousiguií^ntQ siempre será posible 
la úlenlidad, y y=A' seri una integral particular. 

2*-. Si n=I, tendrá lugar lo mismo anterior ; porque haciendo a 

K'=NK,!cndreraoHqiieíK= líldi -. en seguida será fúcit ordo- 

oar los dos miembros, i comparar loa osponentesi coelicientea ros- 
pectivoB dolos tfirminoa del iniemri orden. Déoste modo se deter- 
minarán las ceponcnLi;s it, b,, . . y Iü3 coeficientes K, A, B, . . . . 

3o, Finalmente si n< 1, el termino Nc K," no tendrá ningún 
otro que le sea semejante, porque no hai ningún e^poncnte dec en 
el primer miembro que eea ^^ I ; y como K no puade ser nula, no 
ser&deningun modo poaibleil cumplir con la identidad que de- 
seamos; por C0D9Íguientey:=X berá une soluciou singular. 

836. Supuesto que en este último caso n< I, introduciendo X 

-¡-casen lugar dcyeu P(j,í), sieldesorroilo de Taylor ea defec 

taoBo entre oí primera y segundo término, es decir ei la derivada 

deF(ry) relativa ajíes infinita núm, 690, 3".), j=X es una bo- 

, loción singular. {Reciprocamente un valor i/^X que cumpla con 

ííP . ^ .. , . . 
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guiar, porque dá al desarrollo de F(ar,X+cr) la forma de X'4- 

Nc K en la que es 7i<,l. 

La condición de ser— — , o— ^— =co es pues el verdadero ca- 

(¡y dy 

rácler de las soluciones sin<Tii]ares, y vemos que para que se cum- 
pla con ella , si la función F oá aljebraica, debe contener un radi- 
dical (niun. 699, 3«>.) que la hipótesis y=X hace desaparecer. En 
el primero de los ejemplos (páj. 197) tenemos que 

y e&ta illtima fracción se hace infinita por la solución singular 
y*¿ssb — jí. 

t;27. Por consiguiente, son fáciles de obtener las soluciones «n- 
gulareB sin conocer la integral completa ; para lo cual después de 

haber hallado el valor de — — , le igualaremos al inñnito : sea —r^ 

V 

==— , se hará a T=o o a V= x • Considerando todos loa factores 

« 

de c&tas ecuaciones, los resultados que satisfagan a y' = F(j,y) 
serán solas las soluciones singulares. 

Respecto a y = n(y— n), o&ak(i/ — n) =5C , para lo 
cual se requiere que k sea <1, C7/=n ; i como la ecuación pro- 
puesta no queda satisfecha por la suposición y=n sino en el caso de 
ser k positiva, vemos que dicha ecuación no es susceptible de so- 
lución singular sino cuando k se halla entre o y 1 . Su integral coni- 



l-k 



(y — ri) 
pleta es , — • =. aj:-4-c 

Para aplicar el teorema espuesto no es necesario dar a la ecua* 



moa derivada la forma esplicitn y'=FCr, y); porque eea V=n, la re- 
lación llalla entra j, ye,i/'; podremos considecar a y' cerno una 
función de r e y, doterminEda por esta ecuación : j bbÍ ]a diferen- 
cia parcial da j/' relativa a j, la conocereniüs (núm. B72) por k 
ecuación 





rfV 




-' 


ifinito cuando' 


</V 


-0 


d\ 



de modo que obtendremos por eete medio todas las soluciones sin- 
gulares. Si aocediese aunque la función V sea aljebraicn, racional 
y «nter», esta líltima condición no aera posible. Será preciso olí' 

d V 

minar en seguida o y' entre V^ii y =^o. Ademasnodebere- 

iiiDE tomnr íinu tas fautores de esta última que no son comunes 



entra 



rfy' ' d¡, 



Por medio de esto 
singulares que contienen n y 
dá esla regla ; para boUui 
do respecto a x ; hallaren 
das ya, en que entran x e 



que Eolocc 
itas, deberemos rczonar del mismo mo- 
í, ademas de las soluciones COQOCt- 
que no depen den de t/ 



y. Asi es que (i' — 2y')y'' — 4jj/y'— j' = onoB dá 

diferenc lindóla respecto a y' solamente : eliminando a y' entre es* 
tu ecaacioaes, hallaremos la solución singular, quu es j'-^Sy'^u 
£0. Asimismo jc/j-+yííy^i/y\'(*^-l-y'— t') 

nos il» ay+yXc*-*')=i>y en atJguidu T»+y' = e* 



sos CAT-ctrLo iHViesAt. 

Uunoa que 



S*- 



=2'jy'+y''í'>'— '•) 



y de aquí sacamos que jy^y'(-r' — «'). y eo aeguiJa eliminando 
y', Cendremos pura la solución aírgalar, i*^.y':=a'. 

4o. La solucioa BÍngukr úoj/^n/'-i-Y, , en la que Y, es 
función cualquiera de y', se obtiene olimiuando a y' con el aii 



GSS. Supuesto que ein cotmccr la ÍDtcgia) couiplel& 
ecuación derivada V = o, BübcinoG hallar sua solucionea 
ree,iqiie elfiictorr, eanvcniente para hacer que la propuestas 
integrablL', es enlíiicea ínñníto (núm. BU, O".), poilremoa msdi 
recca. hallar eátefacterz |>nr mcillo de loa artiScios üdauJUii 
Para hncer entender eate procedí miento será tuñcientc un ^n 
pío sacado déla Jtfe/n iría do Tremliley (Aoad. Turin 1700-^ 

En el ejemplo S». Leinos bailado que Jí-t-y* — «■=!> ee nu I 
lucían singular; la ecuación propuesta resuelta respecto 1' 



que viaiblaraente queda satisfecha por(j 



.«') 



.a') = 



: ensayaromiM 



ei el factnr = tiene la furnia do(jí — Oj) (y' +ri^a*),'' sienj 
m i n i nde termina das. Para conseguirlo, muliiplicaremos U M« 
cion de arriba por esta función i sentaremos la condición (1 
(num. 01!'), veremos en seguida que queda cumplida hacienda 

"•^ — I ya n^ , según esto el factor que hace a la propnei 

ta integrable es 
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De las ecuaciones en que las Diferencial eh pasan del primer grado* 

829, Hallemos la integral de F(.r, y, y\ y'*. . . . y'n»)=o. Como 
esta ecuación no puede provenir sino de la eliminación de una 
constante c entre la ecuación integral y su derivada inme Jiata, en 
las cuales entra c elevada a la potencia m, sea f=0(.r, y) el valor 
de esta constante sacado de la integral ; 0' (r, y) =0 no contendrá 
a y* sino elevada al primer grado, i podremos sacar de ella a 2/'= 
X, conteniendo X a j e y afectadas de radicales: i ya que hacién- 
dolos desaparecer por medio de elevación a potencias debe repro- 
ducirse la ecuación propuesta F='^, ligúese de aquí que y^ — Y de- 
be ser un factor de F. 

Luego si resolvemos la propuesta respecto a y' e integramos 
aas factores y' — X = o e y^ — X, =0. . . . veremos qnc estas inte- 
grales serán las de la propue^ta que corresponden a los diversos 
valores de c=0(t, y). ScnnP=:o, Q=o, R=o. . . . et^tas inte- 
grales ; sus productos P Q='7, P Q 11 = . . , . cumplirán tam- 
bién con la propuesta, porque como la derivada del producto 

PQR es P'QR +P Q' R +PQR\ . .-f-etc. 

cada uno de estos términos es nulo en particular. 

Por ejemplo y y'«-}"2'^¿/*=y ""s ^^ 

y'== =.Z-± — I — i , y de aquí sacaremos que 



yy^+i'_ ^^^ 

jcomo visiblemente el primer miembro (núm. 769, IV) es la deri- 
vada de y(jf*+y^)i tendremos por integral 

+.\/(y*+4r»)=j:+c o y«=2cj+c«. 
SSO. Hai aderaos casos en que por medio de artificios del caí* 



208 Calculo integral. 

culo podremos evitar la resolución de las ccuacionos respecto a y': 
los dos ejemplos siguientes se hallan en este caso. 

I. Supongamos que la ecuación no contenga sino ax c y* y sea 
l'ácil de resolver respecto a j, de modo que tengamos que -r = 
Fy' . Como d¡/=y'di nos dá (niirn, 7C9, V) y^zzxy'-^jxdy^^ introdu- 
ciendo en lugar de x su valor Fy*, tendremos que 

y = 7/. Fy^-yFy'.(V 

Después de haber integrado ¡L/Fy'.dy" cuya cspresion os*á 

oomprohenuida en las cuadraturas, eliminaremos a y' cou el auxi- 
lio de la propuesta x=:zF¡/\ 

o 

Asi es que respecto a (i +y'*' ) i"zz:l, tendremos 

Py'= -1- , y = ^^^-. Í-^L, 
^ I+Z^'-' 1^1/'^ ./1 + y 

este último término es=(irc. {tanj=y) -]- c; eliminando a y', halla- 
remos que la integral pedida s^erá 

y=V(x— ^'0— are. ftajij.= \/ ^ )+c, 

II. Si la ecuación tiene la forma de y=y'4^+Fy', diferencian 
dola, hallaremos que 

fíF dF 

(/y=y'¿r+(j-+ — ) dy\ o (j-H -^) rfy'=o 

con motivo do ser dy:=ydx. 
Igualando cada uno de sus factores a cero, nos resultará que y*= 

"'' ^ ^'^Ip'^ ^' °^ '*" * ^°^* ^^'* ^^* ^"® ^*^'» ^"® eliminir 
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a y\ entre la propuesta y una u otra de estas ecuaciones. Esta no 
dá sino una solución singular (núm. 827, 4. o) : la primera nos con* 
duce a la integral completa 7/=c x-f-C, representando por c lo que 
viene a ser Fy* cuando en ella so reemplaza a y' con c, o C^Fc. 
Y así, ydx — xdy=a\/ (dx^^j^dy^) se pone bajo la forma 

y=7/x+a\/(^\-hy'^) : 

y de aquí y=c, yr-f- z=o 

la primera dá por integral completa a y=r.r-|-av(l + t'') ; la se- 
gunda nos conduce a la solución singular yi^x^^zai^ cuando saca- 
mos de ella el valor de y' para sustituirle en la propuesta. 

J)e la» constantes arbitrarias : de la integración de las ecuaciones 
diferenciales por medio de las series i de sus conslrucci'mes. 

831, Volvamos a tomar en consideración la feério de Mnclaurin 
(ndm. 706). 

y=/r=/o+.r/'c;+lry^'o+etc. 

cnlacual/o, y^o, y"o. . .. son los valores constantes quo toman 
y*, /'*,/" j . . . . cuando hacemos aa:=:o. Si la ecuación derivada 
que se nos dá es de primor urden, sacaremos de ella los valores de 
|f',jf*% y'". ... en funciones de y y do x por medio do derivaciones 
sucesivas. Supuesto que x=o corresponde a y =/b, sustituyendo 
estos dos valores en y\ y'\. . . tendremos los defo^f^'o, y por con- 
■igniente conoceremos todo en nuestra serie, escepto ñ/o que 
permauecerá arbitraria. 

Del mismo modo, si la derivada dada es del segundo orden, sa 
Ctremos de olla a y", y'". . . en funciones de jr, y e y' : pero como 
jrsso corresponde a y==/o ytiy'zzzí'o; introduciendo estos valo- 
res en los de y", y'". ... y en seguida en la serie, todo en ella es 

eoDOcido escepto las constantes /*o, y foque son cualesquiera. 

De este mismo modo se procederá respecto a los órdenes snpe* 
ñores* 

11 
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Este modo de integración no puede omplearss cuando haciendo 
a x^o hallamos que alguna do las funcionesyjr, /^«jy'x. . . es in. 
finita, en cuyo coso no puede exiatir la serie de Maclaurin. Pero ha- 
gamoH a jr=a en la serie de Taylor, siendo a un n(ímero cualquie- 
ra, que no haco sean cero ninguna de estas funciones (ndm. 695) 
8i representamos pnr A, A', A". . . los valores que dan en este* 
caso, tendremos que : 

/l[a+A)=A + AVi+iA"^«+JA'"^» 

y de aquí sacaremos 

y=>=A + A'(x—«)+iA'X'-«)«+JA'" 



con hacer a la arbitraria kz=x — a. El mismo raciocinio que bemoi 
hecho arriba nos manifiesta que ti'do es conocido en esta espre- 
sion, csceptuando la constante A cuando la ecuación es de primer 
orden ; y A, A', si es de soírnndo orden, etc., por lo demás aun 
cuando hemos tomado discrccionuluif nte a a, no debemos conside- 
rarla como una constante arbitraria; os sí el valor A que en tal 
caso toma y cuyo lugar ocupa. 

Concluyanlos do aquí, qiic l.o Existe siempre una serie que « la 
integral líe cualquiera caincvtn diftrenrial entredós variables ; «a¿#-> 
tnos hallar est'i serie presrindiendi) de las dificultades que puede ppú» 
gentarnos el cálculo. 

2.0 La integral contiene siempre tantas constantes arhitraricu c^ 
mo unidades hai en el orden de Ja derivada. Aunque fundada en )l 
peoría de las series, tiene pin embargo esta consecuencia el rigor 
conveniente, porque a toda serie la podemos considerar comoqae 
es el desarrollo de una espresion fínita y=fx que debe contener 
tantas constantes arbitrarias como la serie. 

3o. Cualquiera que sea el medio por donde hayamos llegado a IMA 
integral que contenga el número conü»:niente de constantes arbUrO' 
rias, esta ecuación será la primitiva de la propuesta i preeisamemU 
contendrá a cualquiera otr>t integral que también satisfará can el 
mismo número de constantes arbitrarias. 

032. Si hacemos a /i=— jr en 

/{xj^ h]=y + ijh +Jy"A«Hh. . . . 
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/"(J+ A)=2^"+y'";i+ iy"^ /ií+ . . . etc. 
tendremos que 

(1) /o=y— Sf*ar^_iy"a»— .. . . 

(3) . . ./"o=y"— y'"a-+iy^^x«— ,.., etc. 

Luego: lo. Si la ecuación derívada que se nos dé es de primer' 
orden, tendremos a y\y'*- ... en funciones de x y de y ; de modo 
que sustituyéndolas en la fórmula (I), tendremos la integral, yfo 
ser& la constante arbitraria. 

S.® Si la ecuación propuesta es de segundo orden, se nos darán 
a }f\y"\ . . • en valores do j, y e y\ de modo que sustituycndoloB 
en (1) y (2), tendremos do3 ecuaciones entre jr, y e y' i cada una 
contendrá una constante arbitraria, esto formará dos ecuaciones 
integrales del primer urdon. 

Y B0Í en soguidu. Es ademas evidente, por la misma forma de 
estas integrales, que son diferentes. Asi es que, tnd'x ecuación del 

arden n , tiene íí intcgríilcs del órdon n—1. Si conociésemos es- 
tae últimas, lo seria también mui pronto la integral ñnita, para lo 
cual bastarla eliminar entre ellas a y\ y". .. y^—^. Luego, si teñe' 
mos una ecuación derivada del segundo orden, tendremos también 
su primitiva absoluta, ya sea eliminando a y' entre sus dos deriva- 
das del primer orden, o hallando una relación fínita entre xo y que 
contenga dos constantes arbitrarias i cumpla con la propuesta. Lo 
mismo diremos de los otros órdenes. 

^respecto a la integración de las ecunciones de los órdenes su- 
periores, nos quedan que demostrar muchos teoremas relativos a 
los factores convenientoi para hacer que sean integrables y sobre 
las soluciones singular.es. Vol. l'2,o Journ. Polyt. lecciones 13, 14 
^ J5, por Lagrange. 

833. La teoría que acabamos de osponcr queda completamente 
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demostrada : pero no siempre es acomodada para darnei a couocer 
la integral aproximativa, a no ser que recurramos a transforma- 
ciones que pongan a la función en el estado conveniente para po- 
derle aplicar los principios precedentes. 

Cuando la integral no deba proceder según las potencias ente- 
ras i positivas de jt, tendremos que, 

^rrzAl-^ +Br^ +Cx ^ (1) 

ahora se trata de determinar loscsponentes a, 6, c. ... y loa coe 
ficientes A, B, C, . . . Para conseguirlo sacaremos los valores de 
^, y", ... y los sustituiremos en la derivada propuesta^ que supon- 
dremos es de primer orden i que deberemos hacer sea idéntica ; 
ordenando en seguida respecto a x, compararemos uno ccn otro 
los términos de las potencias del mismo orden i esto mismo haré* 
mos con los coeficientes, como lo hicimos ya núm. 596 : con lo que 
determinaremos a A, a, B, ¿>,. . . . 

Asi es que respecto a(l+y')y = l» tendremos 

{i+Aax^^+Bbx^^^'i' ) (A;r2-f-Bj^ -f-. . .)=! 

de aquí sacaremos que 

A»a/«-^ +ABax «+^-^ +ACaa-«+^~^ + .... 



+ ACcr'»-*-^-^ +..,. 

—1 +Ajr'* 4-b/ +.... 

Luego 2a— 1=0, a+6— 1 = i. a+c— 1 =6=26— 1 

a = i 6=1 c=; 
y en seguida A*a=: I , AB[a+ 6) -f- A=o 



p=íO 
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y nos resultará que 

2 3 

Si hubiéramos podido presumir quo la lei de los esponentes era 

12 3 

— , j-íj" •••• ÍÍJ3 hubiéramos empicado desde luego en la serie 

(l)y con esto hubiéramos simplificado los cálculos : o mas bien 
haciendo la transformación z^=x, hubiésemos podido en seguida 
aplicar la serie de Maclaurin ; 

Del mismo modo veremos que la ecuación Jy^ydx=ax^dx 
no8 dá 

m+l m+2 

V X *^ X . t 



m< 



I C"*±l) (wi+2) ^^ (»i + l).... (m+a)" 



834. La integral obtenida de este modo carece de jeneraüdad 
por estar privada de constante arbitraria ; pero si en la ecuación 
diferencial propuesta cambiamos a x en «4- o, y a y en í-f-fr, des- 
arrollaremos a< en c: de modo que la serio t sea nula cuando 

jTsso; sustituyendo en seguida en lugar dec i de ¿ sus valores :r c 

ey— 6, tendremos la integral que buscamos, en la cual ay b ocu- 
paran el lugar do la constante arbitraria c, puesto que en la inte- 
gral f(XiyyC)=zo, puede determinarse a c en funciones de a y de 
6. Fácil será estender estos principios a los órdenes superiores. 

835. Podremos también aproximarnos a las integrales por medio 

de las fracciones continuas. Sea y=Ar, Bjt, C r, si- 

goitndola representación del mlm. 5G2. este valor de y estará re- 

preientado por y= -r;x7~ representando por z la resta de la frac- 
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cien continua, o r=Bx , Cjr .... Sustituyendo en la ecuación 
diferencial propuesta este valor en lugar de y y despreciando a x a 

haciendo a y = A j:,^no conservaremos sino los primerof timiinm. 
porque miraremos a x como muí pequeña (^nota del núm. 633, !.•;. 
Se hallaran Aya por mi:dio de la comparación de los coefícientc5: 
y esponcntcs * en scgnida lloremos en la ecuación diferencial pro- 

puesta a y= ; razonándolo mismo con la transformada en 2, 

haremos a 2=Bj: ; en seguida después de haber hallado a B y /'. 

sentaremos z = 7-7-. en la ecuación en r ; i así co seguida. 

Por rjüinplo , w'y + ('4"^) V^^^j haciendo a y^A.r* w 
convierte en (•«+«). A.i' -t-flAx =0, que se reduce a a A 

.1" =0 en razón d' ¿or x mui pequeña : lue¿fo a:=o, y A per- 

A 

manece indctcrminu;^. En seguida se hace ay= , , ^ y ten* 

drcmos quo m(\ -f c) =(! -j-O-'í }' ^^ «iq»» haciendo a z=:Bjr. 

sacarcni^r: 771 + r.f ' ';;;— 6)= Z»Bj, o =:/>Bjr ; luego í'= 

fnx 
1. V B.-=:;«. Tji so''i:i'li líaromo? n r"=r y por (íltimo 

obtendrcíiios C'sta íVa.^íion continua por integral ; 

y = A , wa-,— •: /w^l ) .r, J (w + 1 >,— J (m— 8) j, . . . . 

Comola ecuación jii';);icrta tiíMic por integral a y=A(l -t-jr) 
tendremos pi>r este ir. ^dlo el desarrollo de osta funcionen fracción 
continua. 
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De hquí podríamos deducir la integral bnjo la forma de una serie 
{véau la nota del ndm. 563), 

Api mismo, la ecuación cTjr = ( 1 -f- x^) dy, dá el siguiente desar- 
rollo dul arco en funciones de la tánjante (véase num. 591) 

«— -«f !««;-. ^-,'' <2')* ^"^'>' (••'>' 



Conaííltese sobre este asunto el cálculo integral de Lacroix to- 
mo Il,nfím. 66B, obra cuya lectura no podremos nunca recomen- 
dar lo bastante, i en lo que se liuUn reunido cuanto se conoce re- 
lativo a la doctrina de la Integración. 

iioú. Cuando una ecuación diforenciiil propuesta, pertenece a 
una curva, puede ser dtil construir crsta curvo, sin integrar la 
ecuación, esto lo ejecutaremos del modo siguiente. 

Supongamos primero que la ecuación sea del primer orden, P 
(jr,y, y'; =0 ; concibamos que se haya determinado la conMr*iite 
por mtdio de la condición do que j=m ác y=:b. Tomaremos (fig. 
00) A Bzzza. Bc=¿, y el punto C estará sobre la curva qur? bus- 
cnmo8. Sustituyendo ai b en lugar de i- c y en F=o, saoaro.-iios 
de aquí para y' un valor que fijará la dirección do la tai;jcntc K C 
en el punto C. EUjamos un punto D bastante cerca de C, para po- 
der, sin error notable, mirar a la recta C f) cnmo coiiHindiiIa con 
el arco de curva : A F=rt' i F D =6' s".*rán las courdonad.s de 
otrop'-into D do la curva do quo tiatamoñ ; d'^ modo qno pod«^:uos 
hacer a j=:o' ey=:6' en F=o y sacar de aquí el valor de i/ «^r- 
respondiente, y por couEiguieiite la situación do la lanjontc Y K, 
que se desviará mui poco de la primera. Continunremo? opci a:i ío 
del mi^momodo para otro tercer punto; i veremos que líi ciíi-vn 
qu(.'dará reemplazada pr»r un polígono C D E Z. 

Podríanlos también razonar del modo Figuionte. Sarariiini^- «le 
ta ecuación F:^o y de su derivada los valores de y' c '/", en :i¡n. 
cíones de X e ¡/, y los sustituiriamos en los del radio do cnrv.ilMra 
R (núra. 733), trazando en seguida la'.tanjuntc K C y tiraUvio una 
perpendicular C N igual a este radio, i reemplazan.'^) a .r o y c^w a 
j ^dcferibi renos desde el centro N un arco de círculo C D ; ují- 
ra remos en seguida al punto D como situado sobre la curva re- 
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nicndo por coordenadas a a' y 6'. Tiraremos de nuevo la tanjente 
Y D i el radio de curvatura D O, etc. De este modo estará reem- 
plazada la curva por un sistema de arcos de círculo contiguos. Es 
asi mismo evidente que el error será menor que empleando las 
tanjentes solamente, i que por consiguiente podriamos tomarlos 
puntos C, D, E, mas distintos unos de otros; esto baria que la 
conslrucc»(;n fucí»e menos penosa. 

837. Si la ecvacion diftirencial propuesta es de segundo urden 
F(jL\i/\ y")=:o; deypues de haber clcjido también un pupto arbi- 
trario C por uno do los puntos de la curva, es preciso ademas to- 
mar arbitiAriameute una recta cualquiera K C por tanjente en C; 
esta doble condición Eiirvo para determinar las dos constantes. Sa- 
caremos el valor du //", y en seguida el del radio de curvatira R 
en funciotus de a-, y, e //'; y como conocemos nstas cantidades res- 
pecto al punto C, iU;>«ciil)i remos el arco de círculo C D, comoan- 
terioruicnte. Su})<iiiiond<) ahora que el punto D de este arco se bi- 
lla sobre la curva, describiromos su normal D N, tirando al pri- 
mer centro N wun ¡ínm recta. Para el segundo punto D, conoce- 
mos ya BU.« coordonndas a' y b\ y el valor de y' que resulta déla 
dirección de la tanjrnto Y D en D, y calcularemos el valor de R* 
para e<to punto J) : tomando a O DrsR' describiremos clareo 
1) E, y tendrcmoá otro tercer punto E, del cual conoceremos las 
coordcn;:daá y lu dir»'CLÍonde la normal ; y así en seguida. 

Un razonamiento semejante al espuesto nos daria el medio de 
reemplazar l^i nirva con una serie d» parábolas osculadoras. 

PodriaiiKir> también n)>licar estos principios a las ecuaciones di- 
ferenciales deí terror óiden: pero en este caso no solo deberemos 
tomar arbitrariamente un punto C y su tanjente K C, sino tam- 
bién el radio C N del círculo osculador de eate primer punto, con 
esto quedaran determinadas las tres constantei arbitrarias. En Be- 
bida no podremos reemplazarla curva sino con una serie de pa- 
rábolas cuyo contacto será de tercer orden. Bsto mismo direnii 
de las órdooot nupcriorcs. 

Concluyamob' de aquí que ¿o Ja ecuación diferencial enire doi vf^ 
riahiet puede conüruirst por medio de una curva que tenga íanUa 
parámetrot arbitrarios como uniáades en el orden de la eciiacmr 



Esto concuerda con « 
cion tiene siempre ui 



Dt la» ecuaciones de /oí órJcneM tupsriores, . 
legundo urden. 
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noB que cato ecoa- 

•jt particular ilel 



838. En lasccuacionea lie primer 6rdeii, liemos podido tomni 
por variable principa] !a que hemos querido, eíd qus por ealo nc- 
CGMtasen ninguna modiñcacion Ioe principios de integración : csia 
m una. de Ub ventajas que presenta k notncioa de Leibnits 
(núm. 694). Pero eliora es indispensable indicar, en cada ccuacion- 
cual ea la diferencial qüc ae ha lomado por constante, y tener cui- 
dado con esto en cada transfonnacioii que pueda necesitar «I 
cálculo. 

Si queremos que dx sen consunto, en lugar de cualquiera olra, 
qne se hftya mirndo como tal, en noa ecuación dada, es preci- 
■c medificar esta ecnacion por medio de la teoría conocida ya 
[aúm. 601). Aai es querespectooí/í, dy^ aií*!, oa j"=;j', se ha 
tomado por constante a d »^ V (''■'''+ f^y') ; hiego d (j' j"— j'*') 
^y' «'*, y haciendo en seguida a^'^xl, tendremos quej;''=:i>, 



i 



: — ni/.trf'ji, en cuya espreaion ea conalaiito J.r. Eí1« 
3 

ecuación poesta bajo la forma iiy"-|-<l + !/'^* ^o. vamos a in- 
tegrarla mui pronta (uúm. 040). 
Deluúsmo modu,para que ár sea constantecn lugar de lit ea 



■qnivale a 



;ndofienipre) variable pria- 
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cipal ; y de aquí— ^^ — --=: — 7^ • — eos — en U que iiio|^& 

derivada es constante. Finalmente ar*=:l, nos dá*'*ac 1 -J-y'^í *' ** 
su y' y" y en seguida 

\ X dx X 

v"=— cns — od?/'= — . eos — 
^ a c ^ a c 

di es constnnti?, y ¡cy 6 son las constantes arbitrarias ; 

ex , c' jr 

y-^zz'-sen — -|-6 y de aquíy = A:-|- 6j— — eos — ■ 

Fuera tic. esto, podremos algunas veces preferir a x cualqiúara 
otra variable principal, c integrar: pero en lo sucesivo tomareino5 
licmpre a d x como cundíante, a no ser que prevengamos lo cop- 
trario. 

3:VJ. Ln ecuación masjcnnral del segundo orden tiene la forma 
do V(t/\ ij\t/,x)z=zo'j convi'juc quo desde luego examinemos loi 
c:i: cj.s prirticular'.'s c:i quL- no contrnga la.s cuatro cantidades ^^,y^ 
y K. Eli cuso di q-uj «olo entren do. , puedo la ecuación teuor UDb 
do eslns tros Termas 

FO/",r) = o, l^(^,j-,y')-o y F(y", y)=o. 

Cuando y' no va ncomjjüriüda f-ino t^.e y' y a-, o de y' c y, la ecui. 
•ion tiene una dj las dosforinns siguientes: 

F(2/*',j/',.r)=o y F(y",y',y)=(?. 

Pasemos d'jsde luego a integrar estos cinco casos particulareí 
i. Si tenemos a y''=/'a*, coxno y'^ dx=(fy\ la propuesta se couviei'f' 
t* en dtf=:fx. dx. Sea y := X-f-C, la integral de esta ecuación 
tomo y*í/.r= dy^ tendremos que 

di/=Xdx+Cdx; y de aquí y=A+Cx+ ÍXdx, 

ScRf por ejemplo^ ¿f'yzza^ír* o dy'=iaÍ9 : desde hiQge fffe«l- 



tora tiaei/'^=i:-\-ax,o dy=ei!i-\-ajcdx, y por(iltimoy=A + c.i'-4- 
I **"^- 
I Así inianio, sea (í'¡/=«t Ji,' oy"=(i j," o en fin di/ ^o j;" í/.t: 

halIaremoB que j,=A+f.c+-— —-——--. . Stn=;_i, 

obten3remoaqiwí=A-j-<í4""'^>y e¡fl=^2, aeráy=A+ 
ex— alx. 

Obsérvela qiiecl cálculo (le aquí arríLa se uiilicEi lo misino a y*"' 

=^jc, 0(í. ¡f^" ' =:_/tr. c/j-, y il« a<iuí Eacnrcmos (¡iie y" = t 
-fr"X. No tciicmaaaborj otrucoBa que hscfir eiiio volver n operar 
de nuevo lo mismo que en la propuesta. La integral tiene la for- 



IAsipia /° representa II mloffraoioiiossiibsesirt». 
MU' S4lX Si k fiiiicion piopiiestn tiene 1n forma F',(y"^')=3» 
Inititnyendo o— j— en lugar dn y", BB'ccrtvBrtirl etf liííí'füilcioá 

de primer urden tiitre y' jr,j moarcmoa de i^llo dx^sfjf', dy', 

Ademne, como dy^i/'dxleaAtemoa que dy^y' fy' d >/. Dei- 
puei de intograJaa estas dos ccunduned _ re presente moa eus intc- 
~, cnle* por 

x=M-t-A, c ^=N + B; 

.iAepr«eciiUBiIa por A y B Ui constanteG sibitrarins, y por H y 
El^loafuticioncacDnocidBH de tr". Vernos, pues, que ya no bni'ram 
■¿que eliminar a y' entre uatss ecuacionea (núm. S32). y tOldremM 
■'Iftintegial que liUECumoa en fiu» doB conetaDlss. '. i .[|| 
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3 

Sea a y''+(l +y'*) ^ =o : hallaremos que 

3 

—ady'=i{\+y'^) ^ ds 

y de aquí í/-r=: -: , í/^ = - - -^ — r 



y enseguida (núm. 777) x^=A — 



«y' 



N/(i+y") 



y=B+ 



y por úitiiiio (A — r)«-f.(B— y)*=ra' 

Esta integración dú la solución de este problema .* cual es la cur- 
Ta cuyo radio de curvatura es constante , o R=a*. Solo el círcalo 
es el que goza de esta propiedad. 

Este mismo procedimiento se aplica a todos loa órdenes, con Ul 

Hue la ecuación eea déla forma FJ y, ''y""" I =zo. Y así ei 
iiae reipccto a f (i/'", y")=o, haremos que 

í/y"=y"'í/a' y do aquí sacaremos que *=/ Fy". c7y'* 

G y'==^y"£/jr=y"(F"y. y'W) 

Introduciendo en seguida en lugar de y' esta integral en €/y= 
ykir, llegaremos a hallar valores d» x e y espre&ados en y" que eoB- 
■dran trcd constantes arbitrarias, eliminaremos en seguida a y^ 

•otre ellas (nCíra. 83^2) 
ni. 841. Pasemos aliora a las ecuaciones de la forma doi^'is 



luliiplieaudo Qíí y';=y"(ía; por y'dx = ily, tiallareoios que 



:Íruyendo en eitii ecuación en Iti¿,--or de y" su vnlor ¥y tciiJre- 
1 que y'dy' ^ Py. ily ; y de a quí encaremos qiio 

1 ti-" = kc-t-J'Vy. rfy, y=\j {c-\r'2j7y. dy) ; 



I seguí 



¡Ja .^/'í'^/-— ^^_ 
J y J y/^c + lfFy. 



■ifFy.dy) 






Por ejemplo q' (;'¡,+¡,,/.r-i=.., o «';/"=;—;,, fs ( 
<l^dv'=-ydj/,y deoquiaV'=r*-;'^:yeuaeguiiisiír= 
bl«grnD<to,tenilremas que 



iCfquivolua¡,= ciM— -f-cVoí. ^. 

Ab» mismo dlf-VC"») - d' "os dS^ "!''•= C-f- n/ ("IJ j; r J« 
hace aí+\/ :/ = :; •• 



«¿ra en segiiiila i por último hallaremoa que 

,=!V..(V¡/-5.)v'(í+V'í)+í 
Cate uíeido procedimiento se aplicn a todas loa ecu3rijii<.'¿ du ,■ 
I W_ PyC"— ) , porque sea por ejemplo ¡(" :=F y"; CO- 
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¿o y ai''=í%"=Fy". í/j:'-'; integraremos dos veces y tendremos 
quej:=(py", con dos constante?. Por otra parte y'==/y"í/x se integra 
después de haber sustituido n dv su valor en y"; en seguida susti- 
tuyendo este valor der/x y el dey' en y=z/y dx, obtendremos tara 
bien a y en y". No queda ya mas que hacer, que eliminar a y'' 
con el auxilio de a- = (p y"; y el resultado, que contiene cuatro 
constantes arbitrarias, es la integral completa que buscamos. 
IV. 842. Si la ecuación tiene la forma deF (j, y\y*")=zo qut no 

contiene ay ; se la reduce al primer urden poniendo en ella a— ^ — 

en lugar do y" porque en este caso no contiene sino a y' y j ; en 
cuyo estado corresponde ya a los casos de que hemos tratado y sa- 
bemos integrarla É;icmpre que sea separable, honiojcnea ; o etc. 
(véase paj. lol). 

Supongamos efectuada esta integración, i sea \^ (a-, y\c)=20 
esta integral : podrán presentársenos tres casos : 

l,o Cinndo sabemos resolver hi integral respecto a y', [y tene- 
mos y*=/>, de aquí saenmos y=fi/ dx "^Zj'/x.dx. 

2." Si por el contrario, podemos turar el valor de x en y' de mo- 
do que .v=fi/\ tcndre.wos i[\\i^ y=zft/'dr, y por medio de la inte- 
gración por partes //— .ry' — ■fx(íy=ijr^ — jTf/\d¡/\ En seguida 
fie elimina a i/ con el auxilio de la eeiiacion j.=fy\ 

3.0 Si no se |íudie=?o emplear ninguno de estos dos medios, trata- 
riamos de espresar a r, v y\ validos de alguna transformación, por 
medio de las funeioiics X e V de otra tercera variable z : porque 
« = X o y'=Y, dan y ^f'/dx =fYdX. 

Cuál es la curva cuyo radio de curvatura R es reciproco ala 

abscisa.^ Sea R= — de aquí saturemos (ndm. 733) 



i'j 



2x{\+y'^)-. =«2 y". 



o 2j-(l+y'*)' dx=za^d¡/\ cuya ecuación es separable: 



o (¡c oqui el valor de y', teinirenioa que y^y'di i 






l»lÍBeo pedida CGlafbrmnda poruña hoja éliilica <jwe se ha en- 
corvado (tiío»e núm. 89B) 

5i hubiéramos querido que R fuese una función dada X de la 

hubiéíemoshecIiB a (l+y'2)' :=X¡/". El miamo cál- 
isnlo anterior noe hubiera dado 

N dx 



-T— ^ =f% =V y de aquí y =f—¡ — 

£ata ea la solución del proiUtaa invem de Inr radios- át ctirvtt- 



flreuremoH bajo In forma 

M lineal [pilm. 817) y ea Iniograblc ai la diíidimoa por 
tf (14^^. {víate |>új. 193) Hiünmos que 

'en f:íij/'t--/x'l¡/' íB convierte en 



--iU'^ 



tVíi^yi). 



hai «hora mu? que hacer que el que deEaparczcn y', por medi« 
délrator de x. Yhallaremoa, deapuea de ejecutado todo el c&lcu* 
la, f h»c¡em!o, pam abreviar a j=; V(o'-(-6—*') 
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yz=z2+bl 



ciH-^) 



Por líltimo 2 (ay*+j:»)j/"=jy' nos dá la ecuación homojenca 
(núra, 829) 2 (a*y'2-|- j«) d¡/^ =: j¿/'t/x, que separaremos liacienJ* 
a:r=y's; y de aquí sacaremos que 

d¡/* zdz 



La integraremos por logaritmos y nos resultará 

¿/' =c V (2a' 4- r'^), y x=zcz V^ (2a»+5;4) 
pero i/==/yV/j, después de introducir en lugar de y' y d^ //i >ii 

o 

valores en r, se convierte en y=~c^r (3a^-|«23]-}.6. Por níiirno 

es preciso eliminar a z entre estos valores dea* y de y. 

843. V. Supongamos quü la ecuación de segundo orden tcuga 
la forma de F(y", y\ y)=f>, es decir que no se halle x en fila. La 
sustitución del valor (A, paj. 22\) dcy'^ reducirá la propuesta al 
primer orden entre y c y\ 

Por ejemplo, si y'^=jXy\ y), hallaremos que y' dy' =^dy/{y ,v) 
cuya ftirma es bastante sencilla. 

l.<* Si la integral que obtengamos es resoluble respecto a y*, «i* 

modo que y'=7V, tendremos que í/j:=~=-— ,y de aquí conc!'i¡- 

y Jy ^ 

remos fácilmente x en y, 

2.« Si podemos sacar a y en función de y^ o y=fy', ilyz=y4i 
nos dará 

,_ r'ífy' fy . /•/y' 






haremos en seguida desaparecer de la integral a y' con el auxiHo 
*e y=/y'. 
3.0 Finalmente, si ninguno de estos dos casos tiene lugar, trt- 
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taremos de espresar a y' e ^ en funciones de otra tercera variable 
^ e ydsssdy se convertirá en Zdx=:TdZf etc. 

La ecuación y"(yy' -f fl) = y'(* + y**) ■© cambia en 

y deaqm(páj. ns) ir=ay' + c^/ {\ +y'*); 

'=/P= a/(V)+ c/[y'+ Va+y*»)]. 

£iD seguida es preciso eliminar a y* entre estas ecuaciones. Por 
ejemplo cuando cszo se halla que 

X 
by — 

ar=ttZ(— ); y de aquí y=: C«. <* 
La ecuación abi^s^^(p^ -f.aV') se convierte en 

Para integrar, se har¿ y* =~- en razón a la homojcneidad, y 

tendremos abzdy^-'abydz==x*dy ^(z'-f-a'), esta ecuación es se- 
parable^ haciendo en seguida a V («'+a^)=/;cr sacaremos de 
aqnílos valores de z y djt, y sustituyéndolos, hallaremos qoe 

éfy ^btdt 

-* =73 1 ; fócil nos será hallar o y en función de í, y tam- 

bien a y'; y por consiguiente también a x =: / -^ , En seguida 

eUminaremoe a t. 

Sea y^-J-Ay'-f- By=o, A y B Eon constantes : tendremos la 
ecuación homojenea y'dy*'^ Ay'dy^ Bydy=o : se hace a y*s=yii; 

- '. dy' dy — du — éu 

y de aquí sacamos que — ,=— = -tt-t — m = / n/ jix 

eon l epre a e nt ar por a y Ma« Hiceii dé ti^4- AtiH-B=o, y en razón 

■ '■ " 13 
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lie ser df/=y'dxj hallatnos que 

*:- arfx = ríf fif^u, - ríííL . 

y « — o y ti — a 

ÍL^*"*^ii / í! ^"^ 

"" y ' —y* 

'filialmente, restando : obtendremos fx>r integral eompleta« ^(i*-«) 

= — w 6^*^+716, que podremos presentar bajóla forma de y^ 

Cc^^4-Df /"^C y D 5on Imconstantei arbitratíw, 

Si a y ¿ son imajinariaF, tendremos que a^Ar-^^y <— 1 y ^ 
Ar-f. /e \/~i , y sustituyendo ftfribatendrenos 

- 'IStrstrtayendo en lugar dee"^ ^"^ eu valor (Lu «te. 390), 

tendremos que 

.«fKratoente , si as&6» volviendo a-cojuideru-^ii¡flm>«áktk^ ot- 
ilaremos que 



i! 



dy — udu , , , . mg^ 

, dy dy — du ^ _ 

pero como í/jr=-^=— ^ c= . — , sacaremos aeaott'tfM 

; eliminando a ii — a^ bullamos por último 



X -I-A: 
844. íi^iecuacion y^-f- Py*4-.Qy=:o, catndb Py Qmd fim* 
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cÍQBesrOualesquiera de jt, se integra por medio do una transforma* 
cion mi]i^sencilía% Se hace, a 

y de aquí sacaremos que 

tt'4-(u«+Pu -f-Q)=o. 

porque el factor común t'^^ ' desaparece. Por consiguiente que- 
da el cálculo reducida a la integración de la ecuación de- primer 
6rden, du + (u»-f- Fu + Q) dxz=ic. 

Por ejemplo, si P y Q son constantes, y a, h las raices de la 
ecuación u^-f-Pti-^Qrro, es evidente que u =:a y ii=6 cum- 
plen con esta transformada r luego tendremos que /udx=zax'^fny 
6 bien =¿^4*'*' ^* 

ysat ' ss?C e, o ysr« ■ ==Ue. 

Pbr con&igúiente la suma de estos dos valones de y cumplen' 
eOÚ Vá prepuesta ; y asi su integral completa <f, en razón a las dot 

COPataDtes arbitrarias C y D, y=Cc"'-«- Df .** 

Cilaiidolaáraices deu*4*Pt<-f^Q=co son imajinarias, oussX; 
±A V '"' 1 } hemos visto aqu í arriba como adquiere este resultado 

kx ' 

la forma deyesCe cot (hx-irf)» Y\ si las raices son igualas» 6s 

pfeciao integrar la ecuación du -{'(u— ay dx=o, que nos dará. . . , 

. 1 • = • • i' 

»— a r= -■ r -'; y de aquí sacaremos que 

fudx^Kx+k)'i-ax+Di ^zTzJ"^ = Ce**(x+k) 

De eate modoatellamot Iqs resultadott ebleiiidcíe en el Ütímo 
ijenplc* 

845. In telaremos U'eouacion lineal o de primer grado en ¡f, 

1^ Wi » fWW W » > i Pfcftry ,R.aoni<i m la «« iiwi ,alM».«teünwiwiM 
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de X sola. Es f^cil convertir la integral de esta ecuación en la del 
párrafo precedente, haciendo desaparecer el término H. Para It 
cual haremos lo mismo que en el núm. 817,y=Ur ; de aquí saca- 
remos que 

Sustituyendo i dividiendo la ecuación resaltante en otras dos, 
en atención a las variables < y z, tendremos 

*"+P*' + Clf=o (I) 

y r+r(P+-^)=L 

o c/r 4-r(P4- -^) dx =ííl- .... (2) 

Supongamos que se haya integrado la primera (ndm. 844) y que 
de ella hayamos sacado el valor de « en x : la segunda será lineal 
del primer urden en ¿' y x, i será fácil de integrar según lo que he- 
mos visto (núm. 817). 

Si cambiamos n(ím. 817 av en<^ P ea P 4- y a Q en^ 

* s 

tendremos que u^ f^ds^^^tlz^ 

e^ =:€Í '.tf = f . x*(n(¡m. 149^ IS»), haciendo para abre* 
viar a 

q)=e-/^^ -(5). 

Luego tendremos que 9«* Tsay R^ «ir 

y en seguida y s:í«=:x/(-— j^5r fxis) (4) 

La doble intogrtekm ^e conttene eite rasnlttdo iotiodttoe doi 
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constantes arbitrarias, y por consiguiente la integral completa de 
la propuesta nos permite emplear por valores de ir y de (p, cuales- 
quiera funciones de x que cumplan con las ecuaciones (1) y (3). 

Apliquemos estos preceptos a y"+ -^ ^ = —z — ; 

En esta ¡ecuación son P=i— , Q= — — y R= ; 

l.e La ecuación ( 1) se convierte en 
«" + — = — ; y de aquí sacamos que duj^m^u^ •{''-' ) <ír=:o 

en razón de ser zz=^t'^ ^(ndm. 844) : se hace que eeta ecuación 

sea homojénea haciendo en ella a ti=:« , y en seguida se se* 
para haciendo a jr=:t7« (núm. 815) Y hallaremos que 

— ^— -7-, — z-r-cíxy de aquí v =^ y I — )• 

no 86 le agrega constante. Restituyendo en lugar de v i « sus va« 
lores u y tur, obtendremos 

2.» Por otra parte, la ecuación (3) nos da ^=x ; y de aquí saca- 
mos qney R^jirtfdras /a£fxs=.a«4-6, y la ecuación (4) se convier* 



te en 



• 



X» — 1 piaxJ^Ak\sdx 
6iU dltima integral fiene a ser (ndm. 577) la coarta ptrta dt 
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Asi mismo y" --r— y = . „^, ^^ pwi' ía» ecuación ( 1 ). 

V — ^ — ^^I^-^n:^o; y se satisface con tomar a r^ Va: "*" 
4x1 



Ademas ^=1, yfK^zdx=fmdx'=zmx'iih : luego 

/^(wx +¿) í/x 1 y a h m X \ 

846, Cuando contondo a y, x, c/y, (íx,^ d*y cada uno por un fac- 
tor resulta que la ecuación es homofénea, se integr«r& hikétcndo t 

y=:uxy dyz=y'dx^ e y"x= z (1^ 

f«,y*,y xson uuevas variables. Con efecto la transformada en la hi- 
pótesis hecha-^ hoinojeacidad, tendrá a x per faoter^levada a la 
misma potencia en atención a que -y' c y" son comiHlenuias como si 
fuesen grados del orden o y — I (n&m. Q15). Y asi como la división 
hace desaparecer de Ta ecuación a la variable x, quedará redfuciít 
aliufqrma f =^.,(4(f,.t<}, 

Pero como tenemos que di/^iy'dx^=zudx»f»xduf y xdjf^zszxdx 



,^v dx du dy' 



sustituyendo a/ en lugar de x en la ecuación (3) resulta que esta 
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aquísat^otnos 2^*1= ^tz, y le sastituimbs en i(?), ésta e<uiticidtí' depu- 
rada tendrá por integral a hzz: -4* u : solo nos quedará que elini- 
nar a'ti, con el auxilio de^:=újr, y tendremos la integral coiñple- 
ta, puesto que las ecuaciones (3) y (2) han introducido cada una 
una constante arbitraria. 

> « f . ^ 

Por ejemplo, jr£pyi=:í/yí/x, o jpy*'=ry' nos áÁzz=y\ y la ecui- 
cion (3) se con?ierte en £iy'(y' — M)=y'(/u,y deaqui iy'*=y (ticí/ 
-^y'ífM)=y'ii+Jc. 

^Pero como - =— ,- nos éi x:nxty\y aái «Hminanfdo a y* efitre 

estas dos integrales, nos resultará que jr^— 2(2jru=:C, eliminaa 
'dO'« «'deyss^ir, ¡^^^^mZayss.Q es la integral que baacamos» 



847. Sea la ecuación Ay-{"S^'+ ....Ky ^'*'' s= o, cuyosv 

hx 
coeñcientes son constantes ; hagamos a y=:ce, sacaremos dé 

• * . ■ * » 

aquí que A+B^ + C^*í- K^** =0 (M) 

Imfigosi toinamos fwra A las 'fi> raicea A>, k^ 2^ .-. . . «deeala «eia- 

cion y para c las n constantes c, c*, c'\ . . . la ecuación propuesta 

hx hx 

quedará satisfecha en todos lof valorea y = ce > c* e y 

<tlvMen con (a suma 6e «stas cantidades ; pdr conaigQíeiile la'ln* 
tcgral completa es '^'^'^ 

pt=zce^+e t^^+e»* e ''-+ (N) 



; i4i lMi)iÍMafrai<;w áoftóÍMnaiy .e«Ua «atavia parea4aa»)A^«i±& 
\/ — 1, y dos de los términos deaqui arriba reunidos formaran 



rt . 



(»->A) 



^(c« *•' ^*"^ +c'c —wr V — 1 ) qu^ g^ redacen a (ecuación L- 



j> "^ .. • 4 § 



ndm. 590). 

iij.vnóqnfCD 

e^(in cof. 6jr4-»wn. 6j)=:ifce*"fen(6ap+0. 
848. t?«ando1¿ecuacíoít(M)1te**fa¡cefl»írDrffci>^ es(N)M- 
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no una integral particular. Si por ejemplo es ^=¿;, los dos prime- 

ros términos de(N^ se reducen a (c-|-c') e, en cuya espreáon 
no se cuenta a c-i-c' sino como una sola 'constante, y no hai mu 
que n — 1 arbitrarias. 

IT' lo. Si todas las raices de (M) son iguales , la ecuación propues- 
ta es 

^ ^«y_„A""-V+i«('«-0^"""V....-ty^'*^ =0... (P) 

porque entonces (M) se convierte en (Ji-h)^ aso. Pero sea y=u( 
de aquí sacaremos y*==t4f+<u',y"=MÍ"+2<V+u"/,y"'=t¿'"í 

^' hx, „ ^M 



3 etc..., hagamos a f==e ,;como í'=A ejjf =A ", í"=:AH... í(*^s=h*< 
hallaremos que 

Sustituyendo en (P), tendremos una ecuación cuyos términos se 

destruyen entre sí, menos el último u^'*^ luego u^**^=:o, es decir 

que u=a+bx^ctK . . . +/* ; y nos resulta para la integral 
completa, en el caso que hemos supuesto, 

29. Cuando la ecuación (M) tiene m raiceaba, tiene también al 
(hr-a) ^ por factor, bajo la forma h^}+Ah^'^^^ ^ B 4"""^+ 

§ ■ w 
Compongamos la ecuación 



A* H- A A"^* y'+Bfc"^ y» . . . .+y ("«) 
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Hemos visto que la integral de esta es (a 4-6* • • • "+/* ~ 
e por otra parte la ecuación propuesta queda eatiafecba ha- 
ciendo a ^=ce , c* e . . . . que son JL08 valores corrB^K>ndien- 
tes a las n — m raices desiguales de h eq la ecuación (M). Como, pox; 
la propiedad de las ecuaciones lineales, la suma de .estas solucio; 
nes debe también cumplir con la ecuación propuesta, la integral 
completa es 

y={a+bx •h^'"""') e^'^HKc'^+c' e'* + • • • • 

d, &, . . . /, c, c\ . . . son las n constantes arbitrarias ; a, A, ¿. . . 
Mn las raices de la ecuación (M) 

Asi es que respecto ay— 2y'+ 2y"— 2y'"-f.y '^s¿ o' haüaíé- 
moa que 

1— 2^+2^2— .2/43+h^=o=sp— -A)* (l+A«) 

j do aq«í sacaremos que j - . - . -"íh 

X 



y:=ze (a «f*^') +A co€. *»4*B* Mén,'X. ' -' 

849. La ecuación Lineal dñ todos loM.6rdeúes e^ ^ 

Supongamos que X esprese una función dada áé i, y ^q\x¿ 
A, B. . . . sean constantes. En todos caeos sabremos reducir la in- 
tegración a la resolución do las eeimt^ione'spfihél prod^dimiento 
siguiente, que solo aplicaremos al segundo orden ; 

•* . ■ ? •'*■ iJÍ ••"! '.i .■ 

Ay+By' i-Cy'=X. 

Sea e dx el factor que haec a esta ^vaoifii integraWe-; 

14 
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como X e"~ ^ dxeah diferencia] de luna función de x tal como 

P, el primer miembro e dx (Ay+ By' +Cy") es también 

la diferencial de una función de la forma « ** (ay -f^y*)- ^^^^ 
ronciemos paes, este resultado, comparemos en seguida término 
a término y tendremos que 

Ad =A,— A¿4-a=:B, 6ssC 

y de aquí A-f-B44.CA^zro, a=— t'>*=C 

La constante incógnita h es una de las raices de la primera de 
estas ecuaciones; las otras dos nos dan a a y 6 y la integral de 
primer orden. 

Será pues, preciso operar de nuevo en esta ecuación, o mas bien 
introducir en lugar de Alas dos raices h' y k*\ y en seguida elimi- 
nar a y' entre los dos resultados, esto nos dará la integral com^ 
pleta (núm. 83t). 

Respecto a la ecuación del grado n, probaremos por el mismo 
razonamiento que h es la miz de la ecuación. 

A+BÁ-f-C;t«. . , . + K A"=o 

y tantas de estas raices cuantas se conozcan, otras tantos integra- 
les tendremos del orden n— I que tendrán la forma 

., «y+6y'+íy" + .,..*y í"^^^=s'^(P + 
entre las cuales eliminaremos un nCímero igual de cantidades 

Jf^ «y^""^ con esto se reducirá el problema a un 

érdenótro tanttf menor, o bien dos dará a conocer la iute^ra) com- 
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pleta, siempre que tengamos to^ ]db raices h {Véast ti Cálcuio 
integral de Euler^ Tom. II, páj. 402). Tenemos que 



£/tmtnadon entre la* Ecuaciones diferendalei. 

850. Si tenemos dos ecuaciones entre g, ¡f, y t, la eliminación 
de t nos dará una relación entre x ey : pero si estas ocuacionet 

son diferenciales, este cálculo demandará nuevos procedimientos. 

(Mx+Ny) di+Vdx+Qdysz tdl 

(M,*+N4f) dt+?,dx+Q^tf^T^. 

son las ecuaciones mas jenerales con tres incógnitas, ellminedioa 
a cfy, dividamos por el coeficiente de iCr, y hagamos lo mismo ráil* 
pecto a dxii tendremos que las ecuaciones propnestas quédatti 
espresadas bajo la forma mas sencilla 

I 

{ax +ln/)dtJ^dx^=: rdi 

{a'x+b'y) dt+dy^Sdi 

Supondremos que en este caso los coeficientes son constantes, 
y que T y S son funciones de I. Multipliquemos la segunda per 
ana indeterminada k i agregándola a la primera tendremos 

* 

Una vez sentado esto, es evidente que el segundo término i/jr-4- 
kdjf será la diferencia] del primero, haciendo abstracción de (a-f* 
'k)dt^ si t^en^que 
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tomando por valor de k una dr* l^j^aiccs de esta ecuación, nos re- 
sultará que 

(a+a'k) (i+ky)^+dx +Á:Jy=:(T-; Sk) di, 



• (a+a'Aí) ndi+dn=z(T4^Sk) dty 

co.n hacera x-f-X:y:=: ti. Fácil nos sera integrar esta ecuación H- 
neal (púm. 817), y sacar de ella el valor de u en función de ¿o 
x^'ky^sfty saetituiremós alternativamente en lugar de k las dos 
raices de la ecuación) y ya i^o habrá mas que eliminar a t entre loe 
resultados. 

Si sea imajinarias las raices de k recmploxaremos las esponen- 
Cfa)e|^ C,9^.jos senos i cosci)us, como lo hemos ejecutado en los mi- 
inefos,,Q43 y 844. Y si son iguales, es cierto que no obtendrerooi 
sÍ4Qyx]^ sola integral entrexyyt; pero sacando el valor de una 
<3e estas variables, y sustituyéndole en una délas ecuaciones pro- 
puestas, deberemos integrar de nuevo la ecuación resultante de 
dos variables. 

851. Si tenemos tres ecuaciones y cuatro variables r, y, s y < 
paraeliminara ' y ¿ y obtener uiln relación entre x c y, semana 
mos que 

{ax^y^i^cxyU-hdxzz Tdl 

a"x+6'»y+c"«) di +dxz=^KdL 

ti. ■ » 

Supondremos que T, S, y R son funciones de l sola ; y que lo 

otros coeficientes son constantes. Para operar del mismo modo, 

multipliquemos >a segunda por k i la tercera por /, representando 

por ky I dos ifidetenoioadas, sumando eb seguida todo ; pongamos 

el resultado bajo la forma 
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^ a+a'A;4-a'7 / ^ 

^kdtf+t(izr^T+Qk+Ki)dt. 

(B^Está de manifiesto que la parto enoevrada entre las IlaYes ten- 
drá por diferencial a dx'^kdy,^idzy si determinamos n ly k por 
medio de las condiciones í^iguientes. 

6 ^b' k+h 'U _ c^c'k+a'U 

luego si hacemos a ar«|-%4. ¿z=ti, tendremos que 

(a+a'^+a'7) tií/<4-<ít<=(T4-SA:+ RO^^^ 



Yntcgrando esta ecuación lineal, nos dará a u en función de <, o 
ky-^lz^fly y como conocemos o A: y i por medio de las ccua- 
^ones de tercer grado, sustituyendo sus raices en esta integral nes 
dará tres ecuaciones entre x, y, ¿ y x, que servirán para elimi- 
nar a ty z 

852. Si tenemos las ecuaciones de segundo orden 

d^VA-indy -}- 6í/x)dí 4-(cy +í'x) d£»=:T<tói 
d^x -f- {a'dy ^ b'dj)dí+{c'y + g'xW = ^O 
haremos a dy=zpdt y dxs:zgdl 

y tendremos que 'Íp+('^/>+ ^+cy+g'j) dl=:Tdl, 
íiy+(a7? + b'q+c'y+g'x)dt=zSdt ; 

.tendremios por consiguiente cuatro ecuaciones entro las cinco va- 
riables J?^ fy,9^9 y ¿ y las trataremos por el m^mo procedimiento 
^ot bemos e8j[iUcacÍQ aquí arriba, yemos que este jénero de cilcn^ 



.^ 
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culos se aplica en jeneral a las ecuaciones de primer grado y de to- 
dos los órdenes, sea cual fuere su número. 

Algunos Problemat de Jeometria, 

853. Cuando en la ecuación F(x, y, c) =:o de una curva es ar- 
bitraria la constante c, y le damos sucesivamente todos los valora 
posibles, tendremos un sistema infinito de líneas. Se llaman Tra» 
yecloriatj a las curvas que cortan a las anteriores formando con 
ellas un mismo ángulo ; de suerte que ei por ejemplo la trayecto* 
ría es Ortogona!, tirando tanjcntes a esta corva y a la curva va* 
fiable, en su punto do intersección, estas tanjeates formarán entre 
sí ángulos rectos. 

Presentaremos ahora el medio jeneral de hallar la ecuación 
/(r, y) =0 de las trayectorias. Sea F(Y, X,c)^zo la ecuación de 
la curva móvil, en razón al parámetro variable c. Respecto a aa 
valor de c,* esta curva tomará una situación determinada A M 
(fig. 61) : tiremos tanj entes o esta linea y a la trayectoria D M 
en su punto común M; los valores de Y' e y' fijarán su inclinadoo 
con el eje de las j:, i el ángulo T'MT que forman entre ai tiene 

y'— Y' 

por tanjente a a= ,_ y j-^ , y de aquí sacaremos que 

(l+Y'y>+Y'«y'=o (1) 

Es preciso que en este caso reemplacemos a Y y X con y y < 
porque se trata de un punto común a las dos curvas : a es una 
constante o una función dada. El mismo raciocinio que hicimos 
núm. 462 nos demuestra que si eliminamos a c entre esta ecua- 
ción, y la F(y, Xyc)=o de la curva cortada, e integramos, tendre- 
mos la de la trayectoria. En caso de que sea ortogonal, haUare- 
moB en lugar do (1) la ecuación sencilla 

i+Yy=o («) 

Por ejemplo^ si se nos pide la curva que corte formando ángnle 
recto a ana recta que jira al rededor dol oríjen, YsscX nos dará 
Y'=c, y la ecuación (t) se convertirá en 1 •f-cy'sso : elimintii- 
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do a c con el auxilio de ¡/=cx, hallaremos que j:í/x+jfcíy=o : y 
de .aquí jr' -^^^ssA*. Luego la trayectoria es un círculo cuyo ra- 
dio es arbitrario. 

Pero si la recta diebiese ser cortada formando un ángulo dado 
cuya tanjente fuese «, aplicando el mismo cálculo a la ecuación (1) 
daría para la trayectoria, la ecuación diferencial homojénea sí- 
gnente (núm. 815.) 

j de aquí sacaría mes que 

a/(cV(**+y*)=arc.(tefi;.= J) 

cuya ecuación pertenece a la espiral logarítmica (núm. 474) como 
podemos convencernos, i traduciendo esta relación en coordesadas 
polares (núm. 385). 

Respecto a la ecuación X*" Y** =:c que pertenece a las hipér- 
bolas y parábolas de todos los órdenes, el mismo jénero de cálcu- 
lo de la ecuación homojénea {nxmfm amy) y'=anr — my. Cuando la 
tiayectoría deba ser ortogonal, como fnyy':=znx tiene por integra 
a my* — 9ur9=:A, sabemos que <;sU curva es una hipérbola de se- 
gundo grado, o una elipse, según sea el esponente n positivo o ne« 

gtliTO. 

La trayectoría ortogonal del círculo que tiene por ecuación a 
l^sdiex'*— 2*, es otro cálculo cuya ecuación es ^u^m zS=Ay. Este 
se construye temando por centro un punto cualquiera del eje de 
<**y, 7 por radio la distancia que hai desde este punto al oríjen. 

854. Cuando nos proponemos hallar una curva cuya subtanjente 
o fonjente .. . . sea una función dada (J^áe x ey, áe las íBrmulas 
(núm. 7tf) se infiere que es preciso integrar las ecuaciones 
JT"^ 9) y V(1+ y**y==y*9 • • • • Bsta es la razón por la eua! se 
km dado el nombre de método inverso de las tanjenUs al ramo del 
cálenlo relativo a la integración de las ecuaciones de primer orden 
entres ey« 

Presentaremos ahora algunos ejemplos. 

Coiüeslacnrvaenqaecada punte de la lonjitod n de la ñor- 
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mal i la abscina i del pié de esta recta tienen entre bí una relación 
dadan=F¿s. Supuesto que (num. 722) tenemos í=i+yy' y 
n=iy\¡{'i» ly**)* 68 evidente que el problema propuesto se reduce 
a intíBgrsr la ecuación yV(l-#. y'*)=F(jr-|-yy') • 

Si queremos que ny i sean las coordenadas de una parábola cu- 
yo parámetro sea Sp, será preciso que n*=2p(, y de aquí sacare- 
mos que 

Para inte^ar esta ecuación, resolvámosla respecto hyjf* yea 
seguida dividamos todo por el radical, y tendremos que 

— p-y"' +1=0 



V(P»+ apx-y») 

y como el primer término es visiblemente la derívada de . • . • 
V(P'4-2px — y*) luego V(p'+%í»— y*)=a— '• Si 1<^ eleva- 
moB al cuadrado, hallaremos, introduciendo en ella en lugar de It 
constante arbitraria a4- jp a c 

por coBsiguiente la curva que buscamos es ■ un círculo cayo cen- 
tro se halla en un punto cualquiera de el eje de las jr, i su radio.W 
medio proporcional entre Sp i la distancia de cate ponto al oií- 
jen. Ademas d^^que esto es patente en ai mismo. 

Pere ademas de esta multitud infinita decírcMlos qaeeumplaa 
con el problema, dá también por solución una parábola : porque 
ascendiendo a los procedimientos de loa números 823 i 897 halla- 
remoala ecuación singular ys=s^.f»p*. Es lacil comprobar (éo- 
mo lo hemos visto (mira. 824, 33) que esta parábola resalta déla 
intersección continua de todos los círemlos auceaivos comprenüdot 
en la solución jeneral. 

855. Hallar una curva de tal naturaleía que satisfaga a la cea* 
dicion de que las perpendiculares bajadas de dos puntos ^jes eobie 
todas sus tanjentes formen un rectángulo constantezs ¿. Ti 
moapor^edelaexlaliaeaqueune loe dos puntos, unodo 
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será el orQen y el otro distará de él la cantidad ta ¡ el nilm. 374 nos 
dá a conocerlas espresiones de las distancias de estos dos puntos a 
la tanjente, qae tiene por ecuación a Y— y=y'(X — x) y halla- 
remos qne 

(«ay' +!f-y'') (y-y'*)=*(i+y'^) (i) 

Esta ecuación se integra diferenciándola antes: y" es faMor 
conran, i hallaremos que y" =0, y 

la primera nos dá y'=:c, que hace que la propuesta se cambie en 

(2ac+y— fjr) (y— cjr)=Ar(l— c«) 

ettaason las ecuaciones de dos rectas : y es fácil cerciorarpos que 
coM eíbcto dichas rectas corresponden al problema. El número de 
las rectas que comprendidas por pares entran en esta relación ,és 
ademas infinito. 

En cuanto a la ecuación (2), si sacamos de ella el yalor de y* y 
lo sustituimos en la (1)> cambiando ademas k s en x-f-a, tendre- 
mos que 

ya(aJi + Jfc>H 4r»=ifc(a»+ *). 

. '. - • »i ■ • í 

Por consiguiente hallamos una elipse quo tiene por focos a los 

puntos fijos dados, y por semi-ejen a N/(Ar-<|-as) y y/ fe. Etita curya 

es una solución singular del problema, y resulta de la intersección 

sucesiva de las rectas comprendidas en la integral completa. 

Podremos también ejercitarnos en las cuestiones siguientes. 

Hallar una curva de tal naturaleza que todas las perpendicula 
rea bajadas desde un panto dado a s^s tadjentes sean rigualeii« -[ • * 

Cuál es la curva que cumple con la propiedad de qne las líneas 
liradas desde un punto cualquiera de su curso a dos puntos ü^s, 
satén igualmente inclinadas con la tanjente? ' ' ^ 
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V. INTEGRACIÓN DE J.AS ECUACIONES QUE CON 
TIBNEN TRES VARIABLES. 



Ecuacionet diferenciales totales» 

866. Supuesto qu9 U emmcion' cít=r|Nfr+9£'y resulta de la 
«una de Us derivadas (núm. 704) d^ sc=s¡f{x^ y) tomadas reía* 
tÍTamente a x c y consideradas- como variablea iodependieDtei 
concluiremos de aquí que las funciones de x e y rcpreseutadaí 
porp i q deben ser de tal naturaleza que teñamos (núm. 703) 

Si una ecuación p'irópüésla satisface a esta condición» integrare* 

moa la diferencial ^xacta pdx+gdy por mi^dio del procedimiento 
del núm. 819 : el resultado será el valor de ;r o ^ej\x^), Afi ct 
que segnn el ejemplo í. p. 1 89 vemos que la integral de 

V (!+•«) 

f 

857. Si la ecuación diferencial q)ie se nos propone es im]^bcita 

i '■"* ■*' V • ■ . ' ' .. 

en laque P, Q y R son foncionea de i-, y. y x, podremos espreaar- 

i 

• P 

labaJolAÍbnna¿faBpcbi*|^|i haciendoén elht apss*^^ T ^ 7^ 

R 

-— ^ . Para réconocerii llena la condición (1), comop contiene a 

s que es una función do .r e y, ;^ir% .!)tencr el primer miembro de 
laecoacion (I) no debemos limitarnos a mirar a x como conblantc 
en py a y como variable : es preciso ademas hacer variar a s 
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pccto a ^ ; (le lo cual deduciremos (núm. 704 que) «r- "4-9 t- en 

dy dx 

dz 
razón a que 9='7-* Lo mismo diremos de q relativamente a jr: 

dtf 

por conaigaiente en lagar de la condición (1) tendremos la de qii« 



d^'^^Tz-Z'^^di' 



Reponiendo en lugar de P i q sus valores tendremos que 

«y dy ^^ dx dx dz dz 

ecuación quo osprosa que z es una función de dos variables inde- 
pendientes, a las. cuales .^stá enlas^da por «na aola ecuación. 

858. SeaF el factor que hace que la ecuación Par +Qá» "í* 
B4ZZZZ0 sea la diferencial exacta de /(j, y, *)=o. De los princi- 
pios desarrollados (nilm. 704) se sigue, que si hacepOB a x constan- 
te o a dx^o la ecuación YQjiy -f- YKdz^=o debe ser una diferen» 
cial «saeta entre y y jt > lo mmno debemos decir respecto a dsfsso* 
y a dzssOf de donde sacamos que 

d.FR _ d.FCl rf.FP ¿.FR ¿FCí _ d.T? 
dy "^ dz ' dz ~ dx * dx "^ du 



^ dz dy 



I dy dz y 

I dx "■ da: j-*^ dx "^^ dz 

i dz dy §-^ dy -Q 



(3) 



rfP 
dz 



Pero si 0itiltíplicaoíK>9 renpectivamunt^» estas eciweiojiss par 
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I», c^y liy la.í stiniamoí, los óeiriuKlos miembros se destruir&n, de 
iiioJü ijUe el .factor común F desaparecerá, y recaeremos en la 
iiiUina relación (i) ; luego no podemos esperar liacer integrable 
la ecuación propuesta por medio de uu factor F sino cuando que- 
de satisfecha la condición (2). Toda ecuación entre dos variables 
ea integrable a lo menos por aproximación, pero no sucede lo mii- 
jno con las ecuaciones de tres o nuis variables. 

059. Si las diferenciales pasan del primer grado lo que hai qne 
hacer es lo siguiente. Sea cual fuere la integral que butquemof, 
diferenciándola, es evidente que podremos darle la forma de Vix 
-f- Q'/y-f" H(/r =0 a la que debe ser reducible la propuesta : loe- 
go si resolvemos la propuesta respecto a c/r, las dx y dy no deben 
quedar afectadas de ningún radical : no es por consiguiente inte* 
grable sino cuando pueda descomponerse eu factores racionalef. 
Respecto a 

el radica] comprendido en ol valor de dz es 

Vr(E«— 4AC)í/x« -^2(EP— 2DC) <l«<y+(F*— 4BC)<^1 

sometiéndole a la cendicion conocida (núm. 138), hallaremos qoe 
(EF— 2Dc)'— (E«-4AC) (F»— 4BC)=o (4) 

Si esta ecuación queda satisfecha, tendremos que integrar dos 
ecuaciones de la forma de Pcfap+Qt/^-f'R^^^O) cuyo producto 
es la ecuación propuesta. 

860. Para integrar a ?dx^ 04^+- Kdtz=:Oy cuando queda sa- 
tisfecha la condición (2), miraremos como constante a una de lu 
variables, tal comor; i en seguida integraremos a Pcür4- dd'ysso. 
Sea/(jr,y, z, Z)=:o la integral, representando por Z la constante 
arbitraria que puede moi bien contener a x : difereiidarenioa com- 
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pletamcnte esta ecuación, i la compararemos con la propuesta ; 
deberá resultar para dZ una esproaion independiente, de jr e y que 
flolo será función de 2, y Z : la integración : nos dará a conocer a 
Z. Eate procedimiento resulta de los mismos principios de la dife- 
renciaoion de las ecuaciones (ndm. 704.) 

I. Sea íir(y +z)+<iy(x+«)^í/;p(r+y)=o, si hacemos a 
ixi^o tendremos que dx{y~^ z) '\'dy(x^x)^=.o^ cuya integral 
(ndm. 813) es {x+'X) {y +') =Z. Diferenciando este resultado y 
comparándole con la propuesta, tendremos qae dZ:=¿Ízdz,yáe 
aquí Z=:r'*f-e. Luego la integral pedida es xz + yz+zyzsze. . 

II. Antes de operar con la ecuación x(fx-f- arJy -fy(/z= o, la 
■ometeremos a la condición (9) : y como jr-l-y-f-r no es nula, ve- 
moa que la ecuación no es integrable. Si ejecutásemos el cálculo 
indicado para la integración, hallariamos qneZ no puede dcsemba* 
rasarse de « y de y. 

III. Respecto a [x(*— a)-j* y(y — 6)] £/z=(z— c) {xÍ9 +yrfy), 
■e yerifica lo mismo que anteriormente a no ser que ayb sean ña- 
tea. En este caso, tendremos que (x^^yi) dzz^iz^^c) (xíht -h 
ftfy) i integraremos haciendo a dz =!:o, y en virtud de esto sacare- 

qoe X* -fTy*=2'* Diferenciando y comparando con la pro- 
ly hallaremos qae Z<ljrss(2r— c)(IZ, de aquí sacaremos qne 
Z ss A(s— c). Y aaí la integral es «* -fy« = As(«— c)*. 



IV. Si aun se nos propone la ecuación 

haciendo a dz nula, deberemos integrar a 

'^ dx dy y , 

zL -f r— ii sso, y de aquí sacaremos que 
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Como este arco es una ñincion de s, tn Uniente lo es ttmbien 
y podremos desde luego sentar, coa ' hacer el denoroinidor 
= 9 fue 

•^•-;r,-;,y-?:ry -^ ^ —-Z.. ...... (a) 

Dilbreiioieino6 esta ecuacioii, quiiemos el denominador <^* f ooa- 
parcmos con la propuesta multiplicada por 2r ; corao los términos 
en dx y dy son los mismos en las dos partes; igualaremos entres 
los otros términos, es decir 

2(x»z-f. 3xyz +¡/^z -f-z«jr-f. z^y + J'^y-f- y*x) (ír-f* ^ .« JZso 

Yntrodu](camo9 enjugar de^^3u. valor sacado de la ecuación (0)7 
auprimamoB el fiíctor común z-i- y-^ z . 

2(jr3^-f- y* -^ ^) Z»tfe4. (;r -f- y-f-. 2r>«.efZ=iro 

, ■ ■ . .• . ' ■ • 

Bstft eanaoion es |a que cfstá destinada a darnes el valor de Zv^h 
no debe contener ax niay« De la ecuaeion (a)safamo84oe 

«tZ— «i-í-2xyZ 

XZ^^yZ^ ^JPJ ^- 

■ . * ■ • . •, '.j 

(*). Se hallan con frecuencia formulas a las que se deben agre- 
gar arcos dados por sus tanjentcs. Sea are. (fafi;.= a) ^ «wf- 
{tanj, = /S) : representando por m y n estos dos arcos, o a "^^ttaj' 
m y ^^ztdnj, n, es fucil hallar la cspreeion del arco m «f. n^ Ten- 
dremos (ecuación K núm. 359) 

tanj, (m -f-n) = r^-^- ^— : y de aqur m '4^n=arc, (ton;.= ^ ^ 

Así^üconió-^e reduce la ecuación de arriba. 



Calcv&o intbsralv f47 

sostituycndotbuliaremofl que üZ(i'*--^<nf) es ñicCor eomun, f teii- 
dramoB que Z(Z— «])dx-^«. dZ=o; luego 

dz dZ dZ cZ 



*"" z z-^i'^""z=i'^-i=: 



Cbn leste valor de Z !a ecaacioii (a) es la integral pedida, qué po- 
etemos escribir ly+ar* -f-yt =z í(jr-f-y 4-a:). 

S61. Si no queda patisfcchala ecuación (2) siguiendo el proce- 
dimiento que acabamos de ifidicar, no puede </Z serespresadá en z 
y Z sdamenter. Si representamos por F el factor que haga integra- 
Kle á Fiífx+Qd'y ; y que u+Z sea la in'.egral de F^dx+ FQcfyi 
compararemos la diferencial de ti -f*Z=só con ÍTcír-i-PQrfy-f. 
FR^fszio ; y hallaremos que 

en coyas espresiones entran x y y r, de modo que no podremos sa- 
car de ellas a Z, ni la integral pedida u-l'Zsso, como «ocederfa si 
quedase satisfecha la condición de integrabilidad. De aquí resulta 
también que ti-f Z =o sátiffaHa a la propuesta i seria su integral, 
4 deit^minásemos ft Z e& funciones de s,.Z sz ^«^ de moda que a 
mi mismo tiempo tuviésemos la relación (^). Pere heoioe vitte 
(ndm. 704.) que en la diferenciación de las ecuaciones, se supone 
tácitamente que las variables x o y son dependiientes en ?¡rtad de 
ana relación arbitraria que liga una a otra. En el caso presente no 
•e puede integrar sin establecer esta dependencia : vemos que si 
sentamos que 24=: ^r, el sistema de las ecuaciones de arriba es 

du 

u+(pr=:oy-7-t- ^*=:FR (6) 

ux 

eülsllce a k propuesta, sea eual fbere la fbrma de la fbncími Q * 

^ La¿ etQacíoriest)ue no llenaban la eondléien de integtsbllidad 

íüTlíííTiíib^n áñle:' .?ftfv"**.*xt • se sentaba crtmo prinrínío qtíe dlielMii 

^^útAhnéi mmiti«n>iikitrmi slgiMéadó,' t qá^uú p^ble tt éi st ü e e pk 
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tibie de solacion no podía nunca presentarnos esta clase de rela- 
ciones, que se pretendía ser equivalente a las imajinarías. Monje 
probó la falsedad de esta opinión, esponícndo la teoría prece- 
dente. 

Si inquirimos una superficie curva que cumple con ciertas con- 
diciones^ i que traducidas estas al análisis, nos dan una ecnacioi 
diferencial entre las coordenadas x,yys, los puntos del espacio 
que satisñigan al problema, son en el caso presente, no loe de una 
superficie, sino los do una curva de doble curvatura, porque la 
ecaacion no puede existir sino descomponiéndose en doe, según ee 
ha bailado esto mismo ya otras veces (ndms. 112, 533 i 576). Ade- 
más de que como <p es arbitraría, no es una sola curva la que cor- 
responde si problema, sino una infinidad de curvas sometidas a 
una lei común. 

Asi es que respecto a xdz^sdfJ^ydzsso hallaremos que 

F=af~" , R=y e y-|-a:2jr=tt 
^e aqm' sacaremos que 

por las ecuaciones (6) cuyo sistema cumple eon la propoMta sea 
cual fuere la función <|> • 

£n el ejemplo III del nilm, Ü60, tenemos que 

R= — x(x--fl)— y(y— 6),F=(«- c)"^ • luego 
^*-f-y* +2 q>»=o, (« — c) í* ir-^*(x— o)+|f(y— *)=aO 



Ecuacimet diferenciaUi pareiaU* del primer orden, 

862. Sea la ecuación dMtspdx^qdff i pj g son las diferen- 
ciales parciales de a respectivamente a jr e y. Hemos dado ya los 
medios de volver de esta ecaacion a su integral Mm^(jPt y) : pro* 
poagároonoe ahora hallar la ecuación jrs^Xiy) con el ccmoct- 
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miento eolo de uno de los coeíicientee f o 9, o una relación entre 
ellos. 

Consideremos ahora el caso en que no entre 9 en la relacioA» iQa 
decir, F(p, jr, y, <). Sabemos que las variables x ey son inde- 
pendientes en la integral '=^^* S^t) que una de ellas paede va- 
riar sin que la otra sufra alteración (núm* 704) ; como en la fun- 
ción propuesta no entra q : esta ecuación se refiere al caso en que 
jr y « son las únicas que han variado, porque si y variase^ perma*- 
neceria la misma la relación dada F=o. Por consiguiente se trata 

de hacer en la propuesta a p=: — c integrar una ecuación entre 

las variables x j z, suponiendo' co'nstsnte u^. ^En'esíe 'caso la 
constante aditiva a la integral deberá ser una íunciau arbitraria 
de y, que representaremos por ^y. 

Luego para integrar la ecuación F(/y, ^,y, 2)=^9 ^' yrícito éU*^ 
minar de ella a "p con ti au^úlio de dz^spdx^ ini0grar tomando a ■ 
y eonstáñté i agregarle Qjr. 

£1 miimo mciocinio haremos reqpeeto a 4 para integrar la 
ecuación 

Pt5^jr,y,«)aco. 
P«r ej emplo p =: djr* tiene por integral "« ir¡=L: '* «f- ^y 
La integral de jr = Ví'^+y*), cs«=V(^+y2) *t*^y 
Respecto a p\/(fl^— y* — sfl) s= a, hallairemos que 



tsia. are( sen =z-- I +fy 



S«a fjry^f^izsso: iotegraremos a xydz^oMdy^s^Oy siendo «** 

' t 

constaste, 7 tendremos que /(x' y** ) = /c; y de aquí*/ y^ s»^ 

Por úllimo, sea/» (y*+jr')=:y'-f. z*: de la Q^al resulula ecua- 
ción hoinojénea (y» r **y«^(y'+«*)¿*jky.ep argüida 
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are. (ianf. =-Í ) — are. {Umj. :=z^)=,e. 
o(noUpáj. S46) 

are. ten/. = ^^"T^^ =c , J!ZÍL— ^y 

96$. Paaemofi a considerar la ecuación jeneral lineal dtlpri' 
iMrárdetL 

■iendo P« Q i V funciones dadas de las xy y z* Eliminemos a p 
de <(iris/KÍr*fi»94Íy, y tendremos que 

Pifa— .Vdjrci^Pdy— Q<l»)..... (1) 

a cuya ecuación es preciso satisfacer del modo mas jeneral, siendo 
q^ cualquiera, porqué, en virtud de la ecuación propuesta, q per- 
manece indeterminada. Cuando en esta ecuación están separadas 
las variables x, y, y z, puede hacerse integrable cada miembro en 
pi^rticular. Sean «=3 a y/iss ^ las intégralas de las ecuaetooes 
respectivas. 

P(íz— V</x=o, Pi^^-Qifxsse (s) 

la ecuación se reduce a ¡id^ ssiq^^dp^ t^y p >on los factores qoe 
hacen qne las ecuaciones (S) sean int^^^rables ; i para que esta 

' • * » 

misma ecuación lo sea» es preciso que — ' 9 pea una función de /i, a 

saber Tfssfp^ representando por f una función enteramente arbi- 
traria. 

Cuando las x,yy z están mezcladas en las ecuaciones (t), si 
ir=sa y ps=:^, son fancionee que cumplen con ellas, k pro- 
puesta tiene aun por integral a tt =: f p; y esto ee lo que nos que- 
d» por demostrad. 

Con dbcto, pant conocer si hl propuesta qtíééa satisfedha ctm 
una ecttacioneVMlfttietii ir^^fp» ei preciso que £fereiid£ndoIa 



Calculo integral. 25 1 

bajo la forma dz nripdx-^'qdyy despaes de sustitaidos los valores 
que se hallen para p y ^nos den Pp+Qy=iV. Como las diferen- 
ciales 49 V =a y p =: 3 son 

hallaremos para la diferencial de ir — ^p=: o relativa 

a X y ^. . . • (C— c^* p') /)+ A— o^'psso [ 
a « e y. • . . (C-^c^V) y+B— ¿. f * p=so 

Sp^ado de aquí ^pjq para aasistuirlos en Pp-f- Q^sr 7, ba- 
ñaremos que la ecuación irs:fp, cumple con la propuesta, en ca- 
so de que tengamos que 

Pero si admitimos que las fa.nciones v y p se han elejido dQ iqpr 
do que cumplan con las ecuaciones (2) podremos sacar de estas a 
dzjdx para sustituirlas en d7C=o y <fp=o y hallaremos que lis 
ecaacjones que espresan la condición determinante de ir y p son 

AP+B Q+C y=oya?+bq+cV^o. 

asi es que ir=s (pp cumple con la propuesta, siempre que la fun- 
ción (p permanesoa arbitraria, i ^r= ^ p es la integpral pedida. 

Pi aliminaqios a </ar entre las ecujuHOQss (t) nos resultará ^ue 
(¡^— V(^==o, por copsi^ruiente dos de las ecoacjooss dguieiites 
contienen ala tercera, i pueden emplearse ¡ndíferi^ntein^e : 

fáfa^YdgsíOt Pdy ^049^0, Q^í^Véyi^B. . (S) 



De imui cone1ui!l?i03 qua |a U^^graciqí^dA U^ ecut^eum di ím,4ir 
f$ref^lesparcúilet del primer 6rdm Pp-4* Q? ^ V «# reduc$ a ea^ 
iufiteer a do» de lat ecuaciones (3) por medio de loa funcione» 
«ssA. y paefi 9 hacer en e^gtridm a irass^p, npre$eiii0ido 
por f una fundón arbitrariay a y de las constantes, que no en- 
tran «a la integral , en atención de que la fiílicion Q contiene 
tsataevonsCantes cuantas se quieran. 

lMeeMO0afp=:constante,téfi¿rMéé4üé*kí»cdnstáité qtols' 
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cumple también cou la propuesta, de modo que ir =:: « y pzn^ 
ion las integrales porticuiares. 

864. Examinemos ahora lo que sucede en varios casos. 

1.0 Si T es nula, una de las ecuaciones (3) «« </r sso, xs=a -n v. 
por consiguiente no quedan en la segunda sino las dos variables 
X e y ; en seguida se obtiene la integral p=/B (cap. IV). y z= 
<P p será la integral do Pp^Q,q=:o. 

Por ejemplo py^qx nos dá P=íf, Q = — 2-, ydy^xdx=zo de aquí 
/iaeamos quo |p=:ar3 4-y*, y en seguida z=x ^(«t^yt), ecuación 
^ta dp, Ifis superficies de revolaci<m al rededor del eje de 
las z (Núms. 625 i 705) 

Respecto a P-r^f* 2¿¿E^^ l)«llaremos que ^dy^ydx=4í^ly= 

y y 

inscy y=ar, — =pyeniin2: = f ( — ) esta es la ecuación de loe 

conoides (nüm. 748) 

' Asi mismo sea ^^pP» no conteniendo Pa z, la integral z^p 

p - / F («/í+ Pdy) " 

m • 

F ea.el factor que hace qvuedx't^dy sea integrable. 

2*0 Cuando suceda qué dos de las ecuaciones (3) no contengan 
sino' dos variables y sus diferenciales, la integración nos di con 
facilidad A tt y p 

Si se nosprppdneia ecuación^ -pr ^f4^ys&'R«; sacaremos de 

aqüláittVahtrfiry*^ , y=±'0x, de 

ai^uí d^cfducitetnos a~ a y 'j^, valores dé ^ypy y por óonsigaient^lt 



t •> tt 



% y 

integral qu^ busca mor ansjr f ( — ). Vemos qitc f es^hómojénea 



•.•'•,•■■• ' ' '5 



5 9Uf|Jiiuiera ;. y :coniolfi propuesta es el enunciado del teoreoia 
de las funciones homoj éneas (jkúfa,S20) teaeraoa aquí ia deoiostia* 
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Rf*3pccto a P¿»+Qy*=«*, tendremog que x'^A±=zi^dx^ g*dy=y* 

dxjéeñf\\iiz — » =fr,y."^ — » =p.caya inte- 
gral ea 

Si X y y Bon funetoQci de jr.Mila, la. aouaeion ^sspX^-V noa 
dá Xrfr + Ví/x=:o, Xíiy+í/x=o, y 

— /^^♦Wí)- •■ 

• • . 

3.« Cuando nna de la ecuaciones (3) ea sola entre dos vanaliiM, 
4aBpnc8 de haberla intefrado, elimhiaremoa con el auxilio de tate 
reaoltad* irss « una do laa variables de ia aegunds. o tercerar de laa 
«OBaéionea, «a ee^nída ae intec^ray i tendremoe f^es^ ; ■ottituimoa 
«•éa]tigartdA^'eBr^'yA6adfeHK>a^««.irc0sfpo^s=s^^». ¡oi. 

Sea ^jry— /u>*=y*: de aquí sacarempa quo jr*<lx+y*d!ra=o, 4;<cfy 

•f j]f<£rsso; esta nos dá iy^=^ ; sustituyendo en la otra fix en 

—4 

lijgar de y nos reitiltará .de .-fvP*Jr ' J^ifr^/* y4o tquí sacare- 
mos qne s^s-^ fí^x -f a; introdociendo aquí a acy en lugrar 

' ■ -^ ' ■ \ — • ••' 

fks fkt Usod^emoseS— -"-y^" ■sz-p.^w \ por lo .taii^) Ift inte- 
gral pedida es 3x2=y*'f-3x(((xy). 

Respecto a px ^i^szn^{t%^ iHí^)í tendremos que 

t - ' »í^^ndx\/ix*+]/% fffy^3fi^.,r. .,. „»n« .. 

la segunda noa dá y = 3' / baci^índo desaparercr n y de la pri# 
iBeni se conTÍei|# «r- -.*•* :- /- --- ; - .> <P =: * ^ *^ » 
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. <{0s=;i)( (l-f- fi'^)dx ; y do aquí soica remos ^ue 
y en seguida 



y en fin 

I 

865. Pero cuando x^y jz están mezcladas en las ecoacisMi 
(S) no es 3ra posi^e htégm 4 cad^ üiiáen particular, porque 00 
puede suponerse f^e y sea constante en la primera, ni x en la 
.seguida. •=;..■•■).•. 

^ '' EnWe <!aÉd nde Temos préeisidoi • a reesvrir a tfKiílcios parlí- 
euHifea <déatláHsÍ8. Así és como mochas t«caflll»gaiiio0 a inte- 
grrartfiíBtftuyend» en togár de j^fof s» las efRWtikjqies sigolsatei 
el valor saoido d»la prf^nesla f fo t arf »seÉaieioags resiiitmi dei 
pds'^qdy sacada por medio de la integración por partes. 



^ 



i. . ■'. í I 



z=:pT+J (qdy^xdp) (4) 

*=^ +/*(p*'-ydíf a-. í ; . . . . . (8) 



.s».j-. iji»» r - ' ^>> — -• ••" 



z^=px^qy ^^Jijrdp -\-ydq)^ .... («) 

Por eji!tnpVo, 81 1) 'és una faftcion dada de 9,'tal cómopsaQ, li 
relación (6) se convierte en 



. i 



z 



=Q*+íy-y*(^ci'+K)«. 



de aquí se sigdé qfins' él faetor té'dq nodétñs contener ni a jr 
IDA y» " • 



CidmuífivtÉMLL: ^ S56- 

i ñiucionf M trbU^rKia. EQ.Beguidli.Ja integral resalta de la eli- 
linacioD de ^ enlre éstas dos ecuacioDés, despufes de haBer de- 
ínninado la función (Núm. 879). 

Q66. Deépuesde haber introducido en dxs=pasJ^qdpf el valíor 
a ji o el de 9, sacado de la propuesta, tendremos una ecuacio'h di-' 
srencial entre las icuatro variables x^yyZt Y P ^ 9* Supongamos 
ne esta ecuación pueda reducirse a ser una- dierencial exacta, 
amando por constante a^ o, q,o una función .f de esta letra; y 
diti /{t^y^Xi 9)=^]^ 1a integral en eMa hipótesis: de 9 conttan- 
)• Es evidente que si diferenciamos esta ecuación, se. reproduci- 
&']á misma de la cual se ha sacado^ no solo Oye permanecerán 
onstintef, sino oüe 9 yP. ^^^ variabjes.siempreqüe tengamoi, 

•■jL^ • d^ ^c2cs=o« Asi efe que parié restituir • a 9 su' Mado de 

incion variable cualquiera en la .ecuación diferencial, y que no 
bsUntela ecuacion/=e sea siempre su integ''al, basta suponer 
«e ¿es oüa fhncioñ arbitrilifiá'dé' ^, de ta! natoraleza que tenga- 
MM « un mismo tiempo "' ' -'^ • 



'Sia caso de que If proppeai^ sc(a ^ina difisjr^ocii^l qxfifj^, Um^, 
tma^ a O jior cg n i to f^t mf^raremu* baja, uta hifqte$ÍM^ y tendrt-^ 
IOS la primera de estas ecuacUmetj que diferenciaremos en wei¡w(fa 



\ea sola^para formar la segunda i el sistema de ^- 
10 do« ecuaciones satisfará ala propuesta, siendo ^ una función 
rlntraria. Despues^uo se.hayí^ deteitnmado a é (ndm. 879) nos 
uedará que eliminar entre ellas'a 9', y teñclrimos la iñ^gral pe- 
ida. I 

De lo que hemos visto (núm. 765) se sigue, que si la primera 
cmcion se considera eMnaftertenacief&te e una eo^cieie curva en 
I que sea un parámetro variabre, estas dos ecuaciones son las 
^'la ccrnctieríijtífnt * ht* iiiííójracíini t!í5 csli cuíYa 8C rrfí«cc'*rpmj 
eiBos a la inte^rracion de la ecuación propuesta. 

Seilt ecuación xs^p g : hauaremosque 



• ) ■; • ,• ■• • H «I 
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y)iBQ\eQáo ^-q^ji^+M^ln iníegrtX e«, coosíderande a I coiu- 
Unte. .,' 

difdredciando relativanietite a O sola. El siateina de c^tts ám 
ecüaclotiesesiainle^raldc la proptieata'iráé;/)^. 

867. Mucjias veces se facilita. la integración, introduciendo una 
indeterminada 9 » que dé lugar a dividir la ecuación propuesta en 
dos! 5éa/(p, x)= P(y', y) • hagamos a J{p'J)z=z% ; en virtud déos- 
la tendremos que Fi^rP}'^^ f resolvamos esta ecuación reopedu 
a /) y f , y tendremos que 

Integremos considerando a f constante, /Mgun \f> que acab«- 
mos de decir 



é+t9By.i>4x4^i:/:xfy 



Botb' quedará 'que diferenciar refatlvattiente a 1 sois, i^ éfümintr 
9 'ehtfé están eiaacionecf, después de-habef determinada láftin^ 
cibtt^ • ' 

Por ejemplo, respecto a i& ecnacioii a'pg =£:x'|r*, tendremos qu j 

Luego 



a ' * t I 



% t 



666. Guando la ee4iacion Pp^^Q^^V, es homojenea en x,p 
y £ se hace a x^s^lz, c y=z.uzi V^g y V se cambian un P|S| 
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Q,*, y^z (015) y las ecuaciones (3) nos tlaii 

de aquí sacaremos que 

(P,— <V,)í/a=(Q,— mVJc//. 

Después de haber hallado la integral de esta ecuación en t y v, 
noA serviremos de ella para eliminar ya sea a ¿ o ya a t/. de una de 
las precedentes, que ya entonces sabemos integrar : en fín elimi- 
nando au y ¿ por medio de xzzílz e ¡/z=zuzj tendremos las solu- 
ciones «* y p do las ecnaciouefi (3), i en seguida lu integral Tr=z=^p, 

Re«pectoa la ecuación ;j^s-t-y^2:=i;i^, hallaremos que 

( 1 — fi)d82^ztdiy ti( 1 — í«) dz^zMu 

y de aquí udIzrzUla, l=m, «n/(I— Í2)=sj3 

y por último x = ay, V(2*-Jr»)=p, «2=j:«-H^(- ), 



Ecuaciones diferenciales parciales del segundo órden^ 



\i' 



869. Ademas de los coeficientes ;; y 9 del primer orden, puede 
la ecuación contener a 1 

d*z d^z d'^z d^z 

</j» \txdy. dydx dy* ^ ^ 

de esto concluiremos que 

dp=rdx i- sdy^ dq=:sdx+rdy (B^ 

diz=dpdt +Jq.dy==rdx-i+'29dxdy+ldy* 
6C trata de integrar la ecuación/ ( A\y, r,/), ^, r, f, 0=^ 

Nüt "Uioá primero que dcboinotí coniiderar a ly como constante 

cu la ecuación quo tituü la furma rssPp+'U qu*' viene a ser lo 

17 
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mismo que^-T r=P -r + Q> fiienilo P ¡ Q funciones de r, y y r 
' dx* dx ' ^ 

porque las diferenciales t)BrcÍB]es 9, « y < que se refieren a la va- 
riación de y, no entran aquí (núm. 862); en cuyo caso solo tene- 
mos que integrar una ecuación de diferenciales ordinarias del se- 
gundo orden en jt y z; pero en lugar de la constante aditiva, to- 
maremos una función arbitraría y, 

dz 

Por ejemplo, si x no se halla en P ni Q, sustituyendo^ en lo- 

dp 
gar de ji, tendremos que t~= Pp+Q » <<l función (Pp-^ Q^xet 

lineal entre Ins varíables py x\y eñ constante ; por consiguiente 
la integral es (núm, 817), haciendo en ella a u=if\^di ^ 

P= J = «"(/"«"" Q<íí+# y) 

integrando de nuevo y añadiendo una uueva función arbitraria 
^ y, tendremos la integral pedida. 

Cuando P=o, tendremos quep= fQ4x^ ^y, y de aquí saca- 
remos que 

z=zjdxf(idt -f *^y+ >ty 

Respecto a la ecuación 2.;yrsr(n— 1) py -f- a, como en esta 
ejemplo tenemos que 

' xy 

obtendremos que 
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— *» 



finalmente sea jrr=:(n-— l)p, tendremos que nsssjr ^yh ^y 

■ 

870. Para inté^rrar a <=Py ^-Q o -jr^^^T + Q, es pre- 
ciso considerar a x constante, y agrregar ^j: y 4# jr. 

dz tflx 
Sea a<:=jy; desde luego tendremos que 9=— = -^!^ — «*f« 

^ ; y en seguida 

871 . I^a integral de s=M o - — - M, entra en la teoría de las 

¡^ 

curvaturas (ndm. 8H)« 

Asi C8 que .«=ax-f-6y, nos dá 

872. Sea «=Mp-|.N, siendo conocidas M y N» en x e y o 

l/x.<fy <^y /- • ' 

p e y son en este caso las solas variables, y sacaremos en una 

ecuación linea] (ndm. 817) ; luego haciendo a «=/ M(fy, tea- 

d remos que 

integrando en soifuida, respecto a x, nos resultará que 
x=y(«'^ d^e""" Ni/y)/*e" fx.dr+4'y 
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Pof ojom^ilov respooto a sri/=hpvi' ny^ halla romo» que 

— «y ¿I fit/fx , A 

873. Consideromos la ecuación lineal del segundo orden 

R, S, T y V se nos dan en x^y, Zyp y q. Eliminemos a r y í por 
medio de las ecuaciones ^B) que dirvon de definición a estas fun- 
ciones y tendremos que 

Rdpdp+ Tiyíía?— V<fc£/y=4(R(/y»— Srfj^y 4-Tí/x') 

Supongamos que so conozcan dos funciones ^ y p, que hagan 
sea nulo cada miembro respectivo, o que tengamos Trrsa, p= 
P a una con 

R</y2 + Tdx^=Sdxdy 

Rdpfly+T(Jqdx=Vdxdif 

No hai mas que probar tanto aquí como en el (num. 863), ir=^ 
cumplirá con la propuesta, cualquiera que sea la función ^, ir y ¡i 
contendr&n ax, y, 2,;? y q» Para demostrarlo, convirtamos primero 
estas ecuaciones al pritner 6)rden, haciendo ái/y=Q(/.r,y nos resul- 
tará que 

RQ«— /o+T=o (1) 

dy=údx, Rüdp-^-TdqzrzWQdx (2) 

La primera de estas ecuacioneR nos dá para Q dos valores en 
x^yyXfP y g* y suponemos que se han determinado a 7r=a y p=: 
de modo que cumplan con lüs ecuaciones (2). Formemos ahora 
las diferenciales completas dirzzzo, dp^zOy bajo la forma 

Ads^Bdy'{'Cdz + Ddp'¥Edq=zzo,adx -j^bdy edq^^o 

introduzcamos a pdx'^qdy en lugar de dz^ y a ildx en lugar de 
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dy\ finalmente mxdq sn valor sacado de (^), tcmlremos dos cla- 
ses de términos en cada rruacion, unos factores de dx y otrof dé 
dp ; igtialándolos por separado a cirro (en atención a que hi propues- 
ta Rr-f-Ss . . . . =:V no puedo determinar sino a una de las 
cantidades r, ny t, en funciones do las otras, y de or, y, r, /> y g 
quedando independientes dx y dp)no9 resultará que 

* . ^« . ^ ^v^ . ^VO ^ ERO 

\+QB+(p :qQ)C^ — m— = <>» I> = -7¡r- 



eVQ cRQ 

a+06+(p+(7Q)c4. -^- = 0» ^= -T— 

Estas ecuaciones espresan la condición de que iry p cumplen 
con las condiciones (2). Sentado esto, para conocer si en efecto 
la ccuaoien ir=:^ cumple con la propaestn, tomemos su diferen- 
cial completa c/Tr=^'p. dp^ o 

Adx'^m'Bdy .... Edq:=:^*p{adj^bdy .... idg) 

sustituyamos aquí en lugar de A, D, ay dgaa valores sacados de 
las cuatro ecuaciones precedentes, y a pdx-i- qdy en lugar de d* : 
por último, reunamos los términos que tengan por coefíciontes ^ 
B, C, E, 6, c y r, veremos que tienen por factor a una u otra de las 
cantidades 

RQí/p-f-Tíf^— VQí/j, dy—Qd* 

las cuales 8on nulas en virtud de las ecuacienes (^2), y esto se 
cumple sea cual fuere la función 0; luego 7r=^p es la integral 
primera de la propuesta ; representando por ^ una /unción arbitra' 
ria dex ey. 

' Da este modo deberemos tratar las ecuaciones ('2); pero es pre- 
ciso notar que ademas de estas dos relaciones deberemos tener . . , 
dz:=zpdj'^dyy que no forman sino tres ecuaciones entre las cin- 
co variables X, y% s.p y 9. Pudiera suceder mui bien que las ecua- 
ciones queobtuvil'semoB entre tres de c^tas cantidades, por medio 
de la eliminación, no llenasen la condición do into^rahilidad 



(ndm. 857), en este caso, no provendría dicha ecuación de unaecui- 
cion ilnica.fEn tal raso nog liallaríainos con una integración imprac- 
ticable, 8Íñ que porogto tuviésemos derecho para coocluir que no 
es posible» y que la ecuación diferencial propiaesta no resulte de 
únasela primitiva. 

Concluyamos de aquí que para inte^^rar la ecuación lineal del se- 
gundo orden Rí'-f*S«+T/=iV, sentaremos las ecuaciones (1) y 
(2) ; la primera nos dará a conocer a Q, cuyo valor sustituido en 
(2) dará dos ecuaciones, con las cuales será preciso cumplir por 
medio de Us integrales 9r=: a y p = p : haremos a 9r=:^p, y no 
habrá mas que integrar esta ecuación del primer urden. 

Como la ecuación (1) os do segundo grado, sacaremos do ella 
dos valores de O; preferiremos aquel quesea mas conveniente 
para los cálculos ulteriores. 

874. Tomemos por ejemplo ayV — ^pqi^p^lz=:Oy Rsz^aSs— 
tpqy T=/>*, y V=o, nos dan para la ecuación (1) . ... g^O*^ 
2/19O +/)»=: o, y do aquí^ü-j-jj^r o; y haciendo desaparecer a Q de 
las ecuaciones (2) 

Estaños dá/í = j39; la otra viene a ser rfx=o, ys= a; y p» 
^(t o p=9 (P2 nos queda que integrar de nuevo. 

Apliquemos el método del ndm. que nos dá 

dr=o, ihjzsí'^dx.^z ; y de aquí 2= a e y+jr^a=p 

haciendo a [I = %(, , nos resulta por último para la integral que 
buscnmop, sionf'o <'v y + dos fimcioncs arbitrarias. 

La ecuación j-jr'^+íryi-f- y^í=o en la que R=t*, S=?jy. . . . 
nos dá Oxz=y, y \n9 ecuaciones (2) se convierten en ydxsrxdy 
?ídp\'ydq t=o. La primera no5« d:i y=r at : quitando n y de la se- 
gimda se convierte en <(/>+ a,dq^r.o;y de aquí p-}-aycs fi ; por 

y 

«lltimo fi=if(i. dá por integral primera a px'^^gyz^x ^ (^) 
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Las ecuaciones (2) del ndm. 063 son en este caso dzzssdxii>i xdy 
=yifTdeestaf11tima sacamos y =rajr; haciendo desaparecer a y de 
la otra, </2=i/T.^a, s=j^a + p : finalmente 7^= 4, a, nos dá 

*='#(7)+ví'(7) 

En el ejomplo eiguieute se hace a /7-f-^=: m 

r( I -f- 7/m)+ *(y — p)m = /f 1 -t-/);H) 
La ecuación (1) es 

4» 

( ^ + y «0^ — (v"~y^) "*^ = 1 -f-;>//í 

de aquí sacamos (]ue Q= 1. En cuanto a la otra .raíz de ü como 
nos conducirla a unn intforral primera, que contendría n /'-f-v bajo 
el signo ^, y fuera de este signo no puede emplciirse. Las ecua- 
ciones (2) son 

(Iij=zdjLy ( I -^ q7n ] (!p z= ( 1 •■{'p:ii)di¡ 

Tendrcmoí» que x — y := a ; para integrar la segunda hagamos u 
p — 9^/i. y j)+<? = m, de aquí sacamos I03 valores (\^ p^ 7, <//>, í/y, 
y tendremos esta ecuación separable j7i/íí/ím=:(*¿-(-í;i') í/ii, que nos 
dá n := P v' (2 -f m^) y 3 = ^ a se convierte en 

Para integrar ilc nuevo esta ecuación, introduciromos en lugnr 
ác py q íus valores en m y n en dz:zzpdx^q'!tj : y nos resultará 

Zds = (m -}- n)c¿.r , (m— n)í/y 

Yntegrenios suponiendo que m es constante, por el método del 
ndni. 866 y hallamos que la integral que buscamos esta repre- 
sentada por el s¡:itema de las dos ecuaciones 

; '/;/ ■= (x 4-i^H -* •'•(•^■— : ) 
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875, ha complicación do estos cálculos impide con írccueucia 
que no salgan bien : pero en los casos en que los coeficientes R, 
S, y T son cosstantes, y V función de jt e y la ecuación (1) nos 
dá para Ü dus valores numéricot:^ tales como m y n : y las rela- 
ciones (2) con las que deben cumplir ir = a y p=j3, se integran i 
dan, para la raíz m 

y=mx+a y Rm;)-f-Ty =:wi/ Ví/x 

Deberemos sustituir en V," en lugar de y, su valor mj+0 ; y 
hecho esto, / Ví/j- solo dependerá de las cuadraturas. Hecha la in- 
tegración, le agremiarnos una constante 3» c introduciremos en lu- 
gar de n su valor ¡/—mr. De este modo tendremos ios ccuacionct; 
que buscamos Tr =a y p=/í de modo que p=f' xsz:^'(y— wx). 
se convertirá en 



Rmp +Tq = m f\ds +^'{y—inx) 



£1 mismo raciocinio haremos con la segunda raíz n de Q o mas 
bien cambiaremos en la ecuación anterior a m en n ; pero basta 
tratar uno do esto^ dos casos, porque el otro conduce al mismo 
resultado. Se elije siempre aquel que se presta mejor ol cálculo. 

Se trata ahora de integrar de nuevo : para esto, volvamos a ^.o- 
mar en consideración la primera integral, y saquemos de ella el 
valor dep para introducirla en dz^zzpdx -^qf^y notando que por la 
naturaleza de las dos raices m y n de Q tendremos que R»m=:T) 
se halla que 

Rd: — dJü I V dx'^dx^'{y'^inx)=.Kq{jiy^ndx) 

comprendiendo en **>' «I divisor (.uUíl.inlc wi; pero para integrar esta 
íjciiarioii Jniini GtJ3) i;rual;iiom<>- a (.••;r«.i cada uiiombro ^eparoda- 
mente : i de a()iií 



Cálculo intvgbal, S^5 

» 

Conviene ante todo que hagamos algunas observacionee : 

1.A Deberemos sustituir nx -t c en lugar de y en la segondá 
ecuación e integrar respecto a j: ; en seguida rol veremos a ana- 
tituiry — nar en' lugar de c en el resultado. 

3.* Las dos integrales / dx/ Vdr necesitan una distinción im- 

portante, porque primeramente hornos introducidu mx'^a en lugar 
dey en V, e y-^mx por a en el resultado: mientras que debemba 

hacer y=:wjr -f-c en dxrVds, y /et-tk.uir y— í«j- en ídgar de r. 



\.. 



3.«y</a-.^'(y— '?'^) se convierte cnj^dx.flx^n^m)^^fl 



t é 



. í » • 



o -^9 o maabien f[(fi-- m)jr-{-r], comprendiendo U CGQfftf Ote 
n—m cvi ^, y así tendremos qae ^(y—mjr). ,, 



4*« En fin la constante b ea una función cualquiera >{» do c o 
^===']'(y — ^' Luego 

^^^dxjTydz +f(y—mx) -f- ^ (y— ñor) 

' '. 
Por ejemplo» parar— j-^^<=A:|f, , tendrcmoa que 
Q* -f-0?=:?, de aquí sacaremos que m^^l, n= — 2 e ysx-)* a^ yüps 
a '—2*. Luf go 

^^dx^zí-f^^^^ki (j-+«)=ife/y 

18 
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Esta integral ee obtiene Micilmente (núm. 787 o 769 V)/ se con- 
TÍeftO en^-kx-r^'^^ y* introduciendo Sx-fy enlugar de a*. Y así 



in. 



M -f-iK'-hy-^ Vy)=f (s/-^) + >/- (y+«^) 



Para r^r^lni o-r — s=¿^ — r , que es la ecuación de las cuerdas 

TÍbrantes (yéase mi Jíecánica núm. 310) tendremos que R=l, 
Áb*— (*, SsossV, y de aquí CJSssM , «ii=¿r= — ^n, yssbs-^a o 

ys=»«*r-**/ en fin /d«./^V¿*:so. Luego 

*=f(y— **)++ (y+^) 

fara mas estensos detalles sobre esta materia nos sometemos al 
Cáleuio inUgral de M. Lacroix. 

' *87(K 8e integra algunas veces según el procedimiento ndm. 867. 
qae consiste en partir la propuesta en dos ecuacionee por medio de 
ona indeterminada 9. Por ejemplo, la ecuación rf=ri< da las su- 

pei^er desarrollables (ndro. 760), nos dá — =f s=---^ , de aquí 

rdx*f^téfy^i{9dx'^idyy, oÉps-^^dq (B\ n(nD. 8(J9) 

Esta ecuación no ea integrable, sino cuando e es función de q ; 
liiego/>s¿(^et)a ¿ategtflrl primtfc. Ls ecuación A^zpdx^qdyse 
éOlt^h*H9'étíifT±stTT.B'j^qfffr, st^jmitiondo a 9 constante, por el 
método del núm. 866 nos reduliürá 

Todas laa isperfícies desarrollables están comprendidas en d 



/ 
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•- ^ . 

nattmti de esi|^ do» ecuaciones, y ptra uoi^ de ellM que detf^i- 
naremos en particular, seria preciso hallar las funciones jf y^f^ J 
eliminar en seguida a q entre las dos ecuacionee rssultaates. 



f tv 



■ * 

Iñiegraáon de las ecuacionet di/eraiciaUt parciates poirUtt Arléi, 



.*■ * .:> 



877. Ton]enK>rpM"ejem|^ el ie|^nd6 6rden de las íiitegflíles 
aproximadas. Si se nos dá dna ecuación' entre •!-,#, < • • • • i ; elii 
jamos uno de los valores variables tal como jr, y sentemos la ñtm 
muía de Maclaurin,' (iAlní.-7é6) ' í" i' ' ~- - 



A /*yf*' .... representan aquí las funcionés'^nue. buscanios dé y 
quo son las cantidades en que se convierte la mtegral m^s/Qc^ y) y 



SUS derivadas reístíVi^if a' '!r, tiüModó hacéiñíés á »^é'l¡^'.'Quese 
saca de la propuesta r =F(r, $f /, p, c, x, y) escaro que si cam- 

biamos a x en cero, t en/, penf\y por último ^*^^ ^^-r- ^^ 

entrarán en el valor de rsinoi/*,/^ f o» éerlv^^ respecto a y, 

df dU 

porque q se convertirá en^ y ^^^'"TSt ^TüMf ^ -^ oobTertiri^n 

/." Asi mismo la d^vada de r relativa a « nos darjá 9l/,"* por me- 
dio de las mismas fbiiciones /y/' que piennsínecén cualesquiera 



y lo mismo respecto a/'^^v|.* « Ae ipQ4<^^qj^e^l| s^|^ iHMiteiir 
drá dos funciones arbitrariagde y. 

^*) 8i la funcion/(jr,y) fuese detalnatnralfEEa ^e n^ diese el 
inflMiD para alguno de los valores de /,/' /^C . • seria preciso se- 
gún se ha hecho núm. 831» cambiar a « en «^a ; como a es en la 
propuesta una constante que se toma a discreción , de modo que no 
le encuentren derivadas infinitasen los cáhmlosqie se 'qaieren 
•sponer. 



. . j 
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, , , f 

llQspecto al tercer orden probaremos con el mismo razonanüen* 
to qóe la serie de arriba es la integral y contiene las tres fun- 
ciones cualesquiera /*,/,' y." £n jeneral toda icuacion diferencial 
parcial del arden n t ene una inlegral que contiene n /unciona ar* 
bUrariae, 

^ 878. Lagrange piropuso también aproximarse a las integrales 
PsT el método de los coeñciontes indeterminados. Se hace a 

*■ • ..--•■■■'■•'''•'.<•.-,.•■, ' . 

Tomando las diferencióles convenientes, sustituyéndolas en la 
propuesta, igualando 'entre si- loís términos eñ'qüe s entra al 
mismo grado, tendremos varias ecuaciones, que servirán para hf- 
liar las de las funciones de y que no deben pvrnáanecer arbitrariss. 

, ppr ejemplo, respecto a ra;*;^^ haltareinos que 
dz 



1 • • 



• I • » f» 



•UBtitoyendoen vís:^ y"coii^paraxidbtaHanpmó»^>'^ - ' 

Xif raiMiio para h«cnicibn ~¿.«I<z!L4^.^!L=30 se halU 

/?« iat/uncitmes arhitrarlae. 

. 87d. Diremos respecto a las funciones arbitrarías ^, g. .... deM 
ecuaciones diferenciales parciales, lo mismo que liempa dicii^ 
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(n(¡m» T99) respecto & las constantes introducidas en laa integra- 
eioties ordinarias. Mientras queramos solamente integrar, es decir 
componer nna cspresion que sometida a las reglas del c&Iculo di- 
í^reneial satisíli^a a la propuesta, estas funciones ^, %(# . . .. son 
•fectivamente Cualesquiera. Pero silos resultados debiesen apli- 
carse a cuestiones de Joometria, de Mecánica etc. estas funciones 
pueden dejar de ser arbitrarias. Bastarán algunos ejemplos para la 
ooropleta intelijencia de lo que llevamos espuesto. 
- Hemos Tbto (n(ím8. 620, 705) que la ecuación de las superficies 
«líndrieas es 

y — 6z3=s^(x — a*)» O ap-^hg^sg 

La primera es la integral de la segunda, la forma de la función 
j^ depeude de la curva directriz. Pero si se nos dá la base del ci- 
lindro sobre el plano jy por medio de su ecuación y:=/jrserá 
preciso que f sea de tal naturaleza que esta base este coiAprendi* 
¿a entre los puntos del espacio que espresa la ecuación y — hxszf 
(^r->iiz). Si hacemos en esta'espresion a r=o, tendremos que las 
ecuaciones y=^4r e y==/x serán idénticas. Luego las funciones f y 
y tienen la misma forma, es decir que si cambiamos en yzszfxK 
y en y—hx, y a jr en x — ar, la ecuación que obtengamos será la 
del cilindro particular de que tratamos (ui1m. 748» I)« 

Jencralroente sea M=o y N=9 las ecuaciones de la directriz * 
haremos a x-^azzszUy y eliminando entre estas tres ecuaciones, sa- 
earemos de ellas los valores de r, y» y r, y por consiguiente el va- 
lor de y— -ftx o de 0u on funciones de te, esdech que tendremos el 
modo como fu está compuesta en u. No hai mas que hacer que 
sustituir X— a« en lugar de u en la ecuación y— &«&sfir, para tener 
la ecuación de la superficie cilindrica particular de que tra- 
tamos. 

Asi mismo, las superficies de revolución, al rededor del eje de 
las s tienen por ecuación apys^x, cuya integral es x^+y'^^^* 
(ndms. 622, 705): mientras quelajeneratriz déla superficie sea 
eaalquiera, la función ^ permanece indeterminada ; pero si se nos 
dá esta curva por sus ecuaciones Msso y t^^uí^ en todas sus li* 
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tua^ú^nesdMtacunra se bfrUari «obre >U superficie ; Uw dfi^ y j r, 
•eran ^1^6, mismas. Hagamos a ^i=:ii« eliminemos en eegoid&a^, ^ 
y M entre .esta» tree ecuaciones, sustituyamos en seguida sos valo- 
rea en x^-f-y'=: (|pu, y sabremos el modo como la iunciea 9 eiiá 
compuesta en u ; sustituyendo; ic a «, y jr'-)-^^ ^ 9 v » tendresMw 
particularizada a ^,.de moda que la .ecuación pertenecerá eseluii* 
va monte a la superfíoip propuesta. 

Si el cuerpo os enjendrado por la revolución de vaa snperíkáé 
móvil, que esté tnvaríableroente unida al eje de las a, i eoya eeea- 
cion fuese M=o, considerándola en una de sus posiciones, Aferee» 
ciando, hallaremos las espresiones dejryde-^en x, y y r ; satti- 
tuidos estos valores enj^y^—^arsso, tendremos la ecuación Ns=adt 
la curva de contacto del cuerpo jenerador con la superficie énjcn* 
4roda, porque los planos tanjentes son comunes a una y otra. D^ 
este (Qp<)^ tendremos las ecuaciones dé una curva» que podremos 
mira|^ C(^P,pJ|eneratrif|, y rccaejr^mos en el caso precedente. . . . 

:E1 conoide üeae- por ecuación, ai p^+9y(^<N cuya integral es 
-¡fvcsx.fM (p&j.:lP8; ^5t). HagaDM>s a Mesu^ y saquemos los valoras 
de Xt::y yi9 en jMW OOb el auxilio de las ecuaciones Msso, Nsbo dala 
curva . directria s finalmente introduxcamos en lugar dexef 
sus valores en yttsj^f^i y salaremos como está compuesta^ sli 
«u Por jiUimo reemplazando a u por a> tendremos a f .a, y la ecoa- 
cion particular del conoide propuesto ys:jr. ^;r. 

Guando la directriz ea un círculo trazado en un plano paralelo 
al de la3 y*% cuyas ecuaciones son z^^^a e ys^* ^«=6'» hallaremoi 

qup a» y?,4-*;»*?N=^*'*- ...... 

. La ecuación de. los. conoe es sH-*cs3p(»— a)«4-9(y — h% y eoya 



integral es^^ — :=f ( )(Ntíros. 621,705). Para que la basa 

z — c " " 



Rea un círculo trazado sobre el |>lano x y, y que el centro se ballf 
en el oríjen, tendremos que baceta 

arss, «,*«f y^attf* y jr^'WiaBU (a— c) 
'deaqnístcaremosqoe' ^ - • > > 
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• • : : '■ ;•,'.... ■."•:.•..: 

«=íi, arrxo— cti ey=±\/rr«~(<¿— cti)« "1 . 
Sustituyendo estos valores éñ lugar de x, fy z en la écuacioü 
f—fr=s(r—c)^ti, tendremos que c0ii=^^ — V rr*-¡-(<i — cv)* T 

Por ultimo volviendo a introducir en logar de ti i ^u sns valores 
teiidremot como en la páj. 379 que la eouaeion del cono aera • 

880. Bastan estos ejemplos para enseñarnos como deben deter- 
Minarse las funciones arbitrarias, siempre que se quieran aplicar 
los cálculos jenerales:& los casos particulares. Soa en jcneral K^s 
f (L) una integral quo contenga una función arbitraría de^¿ co- 
mo K y L son funciones dadas de x» y y 2 , la condición presenta 
establece que la ecuación se convierte en F(f , y, ']=o, siempre 
queselEnspongá que /][jr, y, 2,) == o. Esta condición equivale, en 
leométría, a pedir que la superficie que buscamos, y cnya ecua- 
ción esKssOL pase por la curva dada, cnyas ecuaciones son Fsiío. 
yjr=o. Para Úénar esta condición, haremos a L=tf ; y sacai^moé^ 
dé estas tréd ecuaciones los valores de x^yy z en 11; en seguMH 
suslitniréinos estos valores en k, y tendremos por resultado une 
función Kj , que será =: (pii espresada en u ; de este modo detéi>^ 
minaremos la composición de la función (f. Por dltimo, volviendo tf 
hiirOdocir a L en lii^ár de * ti en K=^ K, tendremos la ittte^tal 
qop bui^camos. . ^' »' '' 

Si hnlnese dos funciones arbitrarlas que determinar, serisí pre- 
ciso se nos diesen también dos condiciones. Un cálculo^ «enifi^aíité' 
al precedente nos daría a conocer a éstas funciones. ' ' > • v ^i*; 

Pero si la naturaleza dé la cuestión, y esto tiene lugar boñ kíñ 
gran n(ímeró de problemas de Ffsicá y de Jeometría> traseehdeo*' 
te, 1)0 í^'^:- í^it :íj !!'''frr pa;u determinarlas funcioilcfB arbltru fítftí,* 
estás permanec^rian cualesquiero, i los prepiedadéir ^ne'i^ dedfcb^ 
brah, sin parliciiia'rízar á estás funcíc/ñe^, tiWWi''éfi(/^ÜféríiH<rgfai^ 
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Para deducir estas aplicaciones de la Jeometría si ocaso entrase 
sin término de la forma <P x, y describimos sobre el plano jy, It 
línea que tenga a y=s (px por ecuación, todas sus ordenadas y se- 
rán los valores de .1% función f, de modo que esta curva no sob 
sea cualesquiera, smo que &un pueda trazarse a pulso por un mo- 
vimiento libre e irregular : aun mas puédela curva ser IHtanUinva 
es decir estar formada de ramas diferentes colocadas unas a con- 
tinuación de otras; o Di$contigua^ es decir formada de partes aisla* 
das y separadas unas de otras. Euler fué el que puso <>8te princi- 
pio fuera de toda duda, contra la opinión misma de d'Alembert, a 
quien podemos n«irar como el inventor del cálculo de las diferenciu 
parciales : cálculo cuyos recursos son inmensos, las aplieacionea 
de una utilidad sin límites, i que, según vemos, es el medio de que 
noi servimos para someter las funciones irregulares al análisis 
matemático. 

VI, Cálculo de la$ variaciones. 

881. Antes del descubrimiento del cálculo de las variaciones, se 
habian ya resuelto los problemas de los hoperimelroM por varios 
jeSmetras ; pc'o los procedimientos de que se servian no formaba 
an cuerpa de doctrino, y cada uno de estos problemas se resolvía 
por un método peculiar a él solo, y haciendo uso de artificios 
del anál'isis por lo jencral mui estraviados. Estaba reservado el cé- 
lebre Lagrange reducir todas las soluciones a un método unifor- 
me. Este método se funda en lo siguiente. 

Dada una función Z=F(j-, y, y\ y",,, •), representando por y, 
y'',.... las derivadas de y considerada como función de x, y=: 
q^Tf podemos proponernos hacer que Z goce de varias propiedades 
(tales como la de ser un máximo, o cualquiera otra) o sea dando a 
las variables x e y valore» numéricos, o estableciendo relaciones 
entre estas variables, y enlatándolas por medio de ecuaciones. 
Cuando se nos dá la ecuación y= f a, determinaremos con su auxi- 
lio 8 y, y*, y"« •• . en funciones de x; y sustituyendo, Z se conver- 
tirá enyx. Podremos asignar, validos de las reglas conocidas del 
cálculo diferencial» los valores de x que hacen a/x un máximo o 
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un mínimo. De este modo se determinan los pantos de una cyrva 
dada» en loque la función propuesta Z os mayor o menor que en 
cualquiera otro punto üe la misma curva próximo al primero. 

Pero ti no se nos dá !a ecuación y ss (par, tomaremos sucesiva- 
mente para (px diferentes formas, y la función Z=/¿r adquirirá 
también diferentes espresiones en x : podemos en este caso propo« 
nemoe asignar a ^x una forma acomodada para hacer que Z sea 
mayor o menor que respecto a cualquiera otra forma de (p x, reía* 
UvameiUe al tnUmo valor numérico de x, sea enU cual fuere. Esta 
dltima espeeie de problema pertenece al cálculo de las Variado^ 
nes. Dista mucho este cálculo do limitarse en la teoría de los 
máximoi y mínimoi : pero noi contentaremos con tratar de esta 
materia, por ser su^ciente para la completa intelijencia de este 
cálculo. Sin embarjfo, no nos olvidaremos! en lo que se sigue, de 
que las variablet^ xey no ion independieniei^ si solo que la ecuación 
yxsQjrquelas une entre sí es incógnita, y que solo la supone^ 
mos dada para facilitar la resolución del problema. Debemos roi^ 
rar a x como una cantidad cualquiera que permanece la misma en 
las diversas formas de y=z(fx : Ihs formas de ^, ^'i ^*'. . . • son 
por consiguiente variables, mientras que x es constante. 

88S. Sustituyamos en Z=sF(x, y, y\ y'\ . . .}, if+lc en luga^ 
^JfiW^'h^ ?^^ y'.... siendo A: una función arbitraria de x, y 
k\ le",. • . . sos derivadas. Y como Z se convertirá en 

Z,=P(r, y+Ar, y'+ k\ y"+A:". . . .) 

tendrá lagar el teorema deTaylor (ndm. 703) ya sea que laiícan* 
tSdades jr, y, t, k sean independientes o de|>endiente8 ; y asi ten*' 
dremos qae 

Z.=Z+(*-^ +*'• •^+ *-"-^+ etc.)+etc. 

de modo que podremoa mirar a x,y, y*,y" • . . como otras tantaá> 
variables independientes, en tanto que no se trate sino de hallar 
este desarrollo. 
Esto supuesto» la naturalesa [áe la cuestión exgeouese haya 

19 



determiDRdo U ecuación y=f.r de modo i|ue, reape< 
vsloT da ', tengaiuof siempre K,^ZoZ,^Z: 



ninmi iirclinariu» (nrrin, 717) vemos que ea preciso < 
noa del pcimei 6r(ien eevn nulos, y que tcngamoa 



Supuesto que k es arbitraria para catla valor de x, 
nscesario que eu valor, o bu Torma, permanercan 
cuando X vnrio u p^ coaetanlf , k', k". , , . bou tonibie 
lomiFmo que toce Jt. Porque, para un tetar cualquier 
flremo? suponer \ik^=n'^b (j— X) + ic(j — j')*+ *t< 
X, a, i, c, . . . ■ a Duestro afbitrio ; y como cala ce 
diferencialea deben tener lugar, cualquíori quo e 
tarabieu subsistir cuando jt^X, )u cual nos tli k=^a,k' 
Luego la ecuación de arriba Z,:=Z+ ■.. no puede C 
atención a la independencia ile a, b, i. , . . a no aer ig 
mino sea por aí mismo nulo ; aegun esto, dicha ecuaci 
vidirá en otras tantns cuRnloe términos contenga, y 
tendreboe que 



dZ 






i¡Z 



dZ 



repretjentamoa por (n) el orden mas «levado de y en ! 
rika ecuBcioues deberin concordar lodaa entre si, i 
miumo tiempo, cualquiera que üea x. Si etla concordan 
pie, habrá un mdrimo o uu minituo, y la relación qui 
sultará entre y y j' será la ecuación que buscamoi', 
tendrá la propiedad de hacer d Z mayor o menor que 
driau hacerla cualquiera otra relación «ntrc i e ¡/. \ 
el mintino Bc distinguen, según la teoría ordinaria, p 
de los términos del segundo urden de Z,. Véase p^j 
Pero ai todaa estas ecuaciones nos dan telnoione« di 



ñ 
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tVe X «ty; será uapoeiblc la resolncinn del problema en el esU^o 
de jeReraHdad ijao aéle ha dado : y si soccdiere qne 8olmiDeBte 
alg[fiin« ée estas ecuaciones ce acordasen entre H, en este caso la 
fitnelbii Z tendrá siájrtsi<» y mtJUjRot relatiyos a alganas de laa 
eantídadev y,3r',3r*- ... sin haber absolotos j comunes a todas 
estas cantidades. Las ecuaciones qne concnerdan entre si darán 
las relaciones que establecen los aiáxiMOff y ntiitJiios relativos. 
I si no qneremos hacer a X un máximo o «n mimmo sino reqiecto 
a una de las cantidades y, y, jr**. . . ^ como en este caso solo es 
predso qne una de las ecnacíoDes quede satisfecha» el problema 
será siempre posible. 

.^|3. J^Jas consideraciones precedentes se signe que: 

i .!.# Jbas.cantidades^ejfsondepeiidienles una de otxa, y que 
siiir(BBiharg^ debemos hacerlas variar como si fueran independien* 
tes I. este^no es tino un procedimiento del cálculo para llegar al 
resvkado* 

2** Estas variaciones no son infinitamente pequeOast y si em* 
pleamoe ¡el cálculo diferencial para obtenerlas , solo es como un 
medio espedito para hallar el segundo término del desarrollo, el 
fínica que aquí es necesario. 

Apliqnsinos estas nociones jen erales a algunos ejemplos. . 

\é Tomemos sobre el eje de las x ^e una curva dos abscisas si 
y 4^ y tiremos paralelas indefinidos al eje de las y. Sea y ssifx la 
ecuación de esta curva ; si por un punto ciiakjuiera de ella tira- 
mos ui\a tanjente, estx cortará a la^ paralelas tiradas anteriormen- 
te en pantos que tienen por ordenados (núm. 722 ). a /s;y-i»y' 
(«!«-• jr) y &=;y.f-y* (n-^x. Si se nos dá ]a forma de f, todo aquí 
noe será conocido, perq de no ser así, podemos pedir la curva 
que goce de la propiedad de tener, en cada punto de tanjenciaf 
el producto de estas dos ordenadas menor que en cualquiera otra 
curva. En este caso tendremos que Z=/ x ^9 <> 
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Según el enunciado dol problema, las curvas que pasan por m 
mismo punto (t, ^) tienen tanjentes en diversas direccionet ; j la 
que buscamos debe tener ona tanjento de tal naturalesa qoe can- 
pía con la condición de ser Z=máximo. Debemos por coosigaieii- 
^te considerar üx ey como constantes en la ecuación de Z=s^o, j de 
aquí sacaremos que 

dZ 2y' 2r — ifi— « 1 . 1 



d¡f' y (x— »i)(x— rn) x— -m ^^x— «' 

integrando en seguida será ift=C(x—-m) (x — n) 

La curva es una elipse o nna hipérbola, según sea C negativa o 
positiva; conoceremos los vórtices por medio de j-=m, rszn. En el 
primer caso, el producto /. ko Z, es un iNjóorimo, porque y** tiene e^ 
signo — ; en el segundo Z es nn mínimo o mas bien un moxMPO ne- 
gatívOy éste producto es ademas constante LKs=s — \ C(ín— -n)', 
que es el cuadrado del semi-eje segundo : esto lo hallamos susti- 
tuyendo en 7» en lugar de y* e y sus valores. 

II. ¿Cu&l és la curva en que se verifica, que en cada uno de sos 
puntos el cuadrado de la subnormal* aumentado de la abscisa, es 
un minimt^ Tendremos que Z^=z{y y*-{~^)'} ^^ ^V^^ sacaremos dos 
ecuaciones que concuerdan haciendo en ellas a y y' ^.x=so, y 
por consiguiente ¿'*-|-y=:r*. Luego todos los círculos descritos 
de;sdc el órQen como centro cumplen con la cuestión, y son los (tni- 
cof que la satisfacen. 

884. La teoría que acabamos do esponer no tiene una gran 
estennon ; pero sirve de desarrollo preliminar, dtil alainteli* 
jencia del problema mucho mas interesante que nos queda que 
resolver. Se trata de aplicar todos los razonomientos precedentes 

a una función do la forma / Z : el signo / indica que la función 

Z es diferencial, y que después de haberla integrado entre los lí- 
mites señalados, quiera hcoérsela goiar de lais propiedades prees* 
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dentei- 1 a ¿ifieoltad roa qoe nos encontramos eo estp ci<o pro 
viene d; que es preciso rcs^ílver el probtPin}*« sin ejerutar -a in- 
te^tciiD; porqac veino5 baftantp claramette que en 'eneril es 
in^otible ejecutarle. 

Cvindü an cuerpo se muerr, podemos comparar entre sí ja 
■ean los dirersos punto? del cuerpo en una de ens poeicioDcs, o ya 
el lagar que sucesivamente ccupa un punto señalado en loe ins- 
tantea aig^uienten. En el primer caso consideraremos al cuerpo como 
fijowy el bigu*» ti se referirá al cambiamiento de las coordenadas de 
'n anperficie ; en el segundo deberemos csprcsar, por un signó 
noevo las raHacionei independientes enteramente de las prime* 
ras, y para ct>to nos serviremos de T. Cuando consideramcs 
ona curra inmóvil, i aun variable, pero tomada en una de sus po- 
siciones, c/x, i/y. • . . anuncian una comparación entre sus coorde- 
nadas; pero cuando atendamos a los dirersos lugares que ocupa 
•1 mismo ponto de una corva variable de forana, según una leí 
cnalqoiera, escríbiremss fx ^y. . . que representan, los incre- 
mentos considerados bajo este punto de vista, y son funciones de 
X, |f. . . . Del mismo modo convirtiéndose dx en (/(x-f-fx), crecerá 
en la cantidad dcx ; (hx crecerá en ds^x, etc. 

Obser\emos que las variaciones indicadas por el signo t son fi- 
nitas, y enteramente independientes de las que desigua la carac- 
terística d; y siendo asi mismo independientes las operaciones a 
qae se refieren estos signos, el orden en que se ejecuten debe ser 
también indiferente para el resultado. De modo que i.dx y d. íx 

son dos cosas idénticas, asi como d*^.r y fd^x .... y que/<^ V y 

i/y. 

Ahora se trata de establecer relaciones entre .r, y y x. ... de 

modo que / Z sea un máximo o un mínimo entre ¡o» limites aríg^ 

nndoM^ Con el objeto de hacer qoe loe cálcalos sean mas simétri* 
eos » supondremos qoe ninguna diferencial es constante t adema» 



•**»' 



«. - 



• I > -T 
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i\o introduciremos aquí sino tres variables, porque nos aejra fácil 
¿pneraíizar los resultados, ademas de que esto es suficiente para 
entender la teoría. Con el fin de abreviar, reemplacémoe a tfr, 
d^x, . ' • <^, d^' • • • etc. por jr^, '*t • • . «yi) y^ t • • • etc. de mo- 
flo que 
' . ' * 

ñr, y. y iretiben loe inóreiúnentos arbitrarios ix, Zy^ y B*^ tendtt« 
mos que dxox ae convierte eii d(x '^Bx)szdx'^, dx e x, -^^í t 
esto mismo sucederá con x,, qué crecer! la cantidad íx^^ ym^ié 
Its demás : de modo que si desarrollamos a Z, i>or medio del teó- 

rema del Taylor e integt^monfz se convierte en 



+ ....) +/ etc. 



Para la condición del fn¿ucimo i del mínimo^ se requiero que la 
tegral de los primeros términos del primer orden Fea nula entre 
los limitefi asignados, sean cvale» fttaen ¿j, ly y a', .eegun lo hemos 
vieto precedentomente. Tomemos la diferencial de la función co* 

nknrida Z, mirando a x^x^ ^x^ ^i S^i <> y^ * - • - como otras 

tantas variables independientes, y tendremos que 

dZ:=^mdx •|*iM/x,-f-/)í/ap^, .... -f'Mc/y+Nífy.. . . . +/*<í« + 
fcfs. • . •• iR,«i. • . , M, N ; i-i , fi V. . . . esjiresan loe ^ coeficientes 
do los diferencias parciales de Z respecto a x, jr^. ; . $ y, y'* . .) 
X, X, . . . tratados como otras tantas variables ; según esto estas 
SOR funciones conocidas respecto a cada valor propuesto deZ. 
Efectuando estas diferenciaoioaes de un modo al^solutamente igual 
respecto al signo ^, tendremos que 
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i=sm^íXm^mnSds'{'p.Sd*X'4^, S. d*x^ . . . . ^ 
+M^y4- Nírfir+P.í.dV+Q- ^íí'y 4- • . > .... (A) 



Pero esta cantidad conocida, y cayo número de términos es Ji- 
mitado, es precisamente la qne está bajo el égnojen los térmi- 
nos del primer orden del desarrollo de arriba, de modo que la con- 
dición del máximo o del sitmmo pedida es la do qne /VZsse entre 

los límites designados, sesn cuales fneren las variaciones iXf ' S^ 
y dz- Observemos que, tanto aquí como anteriormente, no se em« 
plea el cálculo diferencial sino como nn medio íacil de obtener el 
conjonto de los términos que es preciso igualar a cero ; de modo 
que las variaciones son aun finitas y cualesquiera. 

Hemos dicho que podríamos introducir c/.^r en lugar de ¿./jt, y 
así la primera linea de la ecuación equivale a 

wíx-+-fi.</í«'+'/KWj>f- ^•<í.'í*-f-etc. 

m, n. . . . contienen diferenciales de modo que el defecto de ho- 
nMJeneidhd no es sino aparente en este caso. Se trata ahora de in- 
tegrar, pero lo que debe resultar en lo sucesivo del calculo es que 

ef necesario desembarazar del signo / , en cuanto sea. posible a 

los términos qae contienen a de. Para conseguirlo, se hace uso de 
la formula de la integración por partes (páj. 1SI) 



fp,(pSxssp,dSx — dp, fx^ / d^» fXt 
y y.iWx r= q, d^X'^dq.dSx -{-<fi9.?jr— fá^^hx* etc. 
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Rcunieado cstus resiihadór, tcmíreíaop cstn serie, ciiya leí ee 
fácil que couozcamos: 

^ (^p — Jg 4*^*** • • • ) <'<*«»' +(7 — í'»*' • • • ) «''¿•r. • . • 

- Por cousiguiente la integra! do (A) o / ¿.Z^io, (te convier» 
td| en 
(B). . Y*r«í— í/w f JV-O ^^f' (M— i/N+c/«P. . . ) fy4. 

(/i — dv„,.y^z I = o 

( -Hí— rfr....K^^+(etc ) +K=o 

K representa la constante arbitraria. Hemos cortado Ja ecua- 
ción en dos, porque los tériuiíios que quedan bajo el signo / m 
paeden integrarse, a no ser que demos a ^x, ¿y/y ^z valores par- 
ticulares, y esto es contra la hipótesis, / íZ no puede ser s:Oi 

sino cuando separadamente son nulos estos términos; y aun si la 
naturaleza de la cuestión no establece entre ^2:, cy, y -Ix ninguna 
relación, requiere la independencia de estas variaciones que 1% 
ecuación (B) se parla en otras tres 

= 1/»— íir* -^d^p'-^d^q'Y'd^r — -j 

<;=M— ííJN+<f«P— rf^Q+c/^R i (U) 
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8B3. Luegü liara liillerlas relacionea entre j', ^ y i que ha- 

ceu n I '¿ un má.iimo, tomaremos la diferencial (te In fundón di- 

dn Z, conaiderando a r, ij, :, ilx, rfy, dz, d'^. . . . cüfiio ulrna toiirae 
variables independientes, j eirviéndonoa de Ib letra i* pnrn Jesig- 
nar lot incrrtneiitcis, a esto ea a lo que ae Huma larnnr la i-aría- 
rÍDíi de Z. Comparanilo ol TMultodoconla ecuación (A), aacare- 
moa de aqní loa valores ele m, M, /i, n, N. - . en i-, y y 2, y nos di- 
ferenciales eapretiulos pur d. Gn seguiíla, es preciso íiiatiLu i rlua en 
Ib3 ecuBcionví C y D, la primera ae retierc n hs limites entre que 
d':be exiatir el mñimn; hs ceuaciunes (D) conatitnyen lae rela- 
cionea que buseumos ; «Dti diferenciales entre r,i/yz: asivo el 
ceso de ser un alisurdu no pueden formar condiciones diblintaa' 
puesto que delerminarinn das valorea numéricoe para las varía- 
ble?. Si Iq cuéBtion p'opueata se refiere a la Jeometria, eataa 
L'cuacíones Kon los de lacnrVB y de hi superficie que goza de la 
propiedad pedida. 

U86. Como ee ha efectuado la integración y ésta debe toinar»c 
c nlrc liniitea señalados, loa tétminoa que quedan j componen la 
ccoadon (C) se reñeren a estos límitea : e.sla ecuación bu debido 
lomarla forma de K + h=o; L eí uiia función de x, y, i, ¿s, Sy^ 

dz Sefialemos con un acento loa valoree niiméticoe de estos 

■íalorea en el primer limite, y con dos en el segundo. 

Como la integral debe leinorae entra; estos límites, es ]>reeÍBo 
marcar ios diversos términos de L, f]ue componen la ecuación (C) 
primern con un acento i en aejuida con dos ; restar ol primer re- 
sultado del iiegundo, e igualarlo a ccro(DiÍm. 130) de modo que 
la eenaeioM I. , — I.,;=o no contendrá ya variobles, porqué r, "V,.. 
babrfin lomado ios Talores de *í. , íi, . , . j,, , ¿j„ . . . aeñaladoa 
porloalimitea de la intfgracion. No debemos olvidarnos de que 
estos acentos se refieren a los límilea de la integral, y no rcpre- 
Rentan derivadas. ' ' 

. i« ne u9ik 

Se nos preeentan ahora cuatro casos . i.uiím «mw 



'^ 




|> Si^¿cift/fmi7ei tibí «9n-tf2itforl/jcrtX*) ^8 decir si lob valores 
ettremoa do x, y y z son constantes, como ¿x, , ^Ux^ y etc. , ox^^ , 
d^x^^, eto- 8Ón nuloe, todos los términos de L^ y L,, son cero, y It 
ecaacion (C) queda por sí núsqna satisfecha. £nt6ucea «e detenm- 
oan las constantes que introduce la integración en la» epMacionw 
(D) por las condiciones que permitan (qs limites. 

2.0 iSi h$ ttmitet son arhitraripí e irukpei^dienteif ^ tal ca^, cap 
da uno de los coeficientes do ^x^ ^ ^x«, • . . en la ecuación (C) es 
nulo en partiiciilar» • v 

3.0 t$« existen eamciones de condifiUmk para, Ips .limiij^ea .(^i^ 
¿ecir si la naturaleza de la cuestión une ei^fp ellas, por aiedia de 
CMsua jiones, algunas de \^8 cantidades ^p y« > «i 9 «iv^ y^ s*t, w» 
peryiremos d^ fas ^ifjsr^ncia^et de estas acuacioQKes para obto* 
ner muchas 4e. A^ v^r^&cio^^s. ¿jr^ « fyitir^§t.9.^^^ • • • en fun- 
ciones de las otras : sustituy^do en.Lff L,;^o, Q8ias -variacio- 
nes quedarán reducidas al menor. níanerq posible i y .aiendo 
últimas absolutamente independientes, la ecuaoioin so 
pondrá en otras muchas, con igualar sus coefipientes a cero. 

En logar dé esta máfcha podéb6¿f io¿iar' ía siguiente que 
es mas elegante. Sean «3¿ro, vss¡p . . . . lais écjoacíonei^ dé coñdi- 
éiott dadas; multTplickrémod sus variatfióWs dú^áv,,,', porflu 
indetórnfí nadas ,X X*", . . . esto nos ^atá X^v-f-'X'i^tt-f-! • i . faDciop 

oonocida úéíx,^ 9x^« ,dy Agregando esta sooia a'L„— X^ 

tendremos que ' *^ - "" ^ * 

Lf^— L,-f«9il«f*X'*«y-f¿ ; .. . tsso. . . • (El) 

(•) fiÍBte cáíci^lo equivaljg en Jeoaietr(% a uyi^i an que se bus- 
ca una cutvaone,^demas de qu^goce de la propiedad "de üMurisM 
ó de mtnimo ped ida^ deba ^ ^deH(^í^ i^^isar pof -do^^ntt s, dados. Las 
óenaeioneé (D) son las de tk (^ar varios bueciunos; im copvitaMI 
M determinan |í^^ corva pase 

^of los dos plintos de que «^ ^f^!(^ t : ,3 u m , -. 

(•*) Esto «ii^uifíca, cu Jcomctiía, qno la curvp,:%ua 

áebe estar terminada en puntos que no 6on ^ob, ¿>«ro c¡ue deben 

•star atoados sobre dos cttTlriir'oadit^^iíü^iMiBs'af^ "' ' 
OS 



) finales. Esto 


cél- 


ioacion dado e 


ne' 


= 0, i' = o na 


de- 


= 0, rfv=o.. 


.. : 


niii bien no cáe- 


lo se lia dicho 


(•) 


nuevns condi' 




1 prender también 
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t^ncaremoa todas k» variaciones ¿i, , íx-,, . . . como indepen- 
riienteS) e igualando euh coeGcJentos a cero, eliminaremos entre 
estoe ecuaciones a las in determinad na A,X' . . . Por medio de esU 
cálculo llegaremon al miemo resultado que por el méiodi prece- 
dente ; pnrque no ee heii ejecutado sino opurocioues perinitidaB, y 
BCÍBG obliecenel miamo uiíinen 
culo vieoa a aer el miamo que el método de e 
Aljcbra (mím. 111). 

Cs precian obeervar que de laa ecuaciones 

estaa condiciones son indc^ieodicnles, i puedi 
xiitir. SÍD embargos! esto tuviera tugar tal i 
seria prcciao niirnt a ilu^o dv:=o. . . . ton 
mee, y ademas del término Mu, serla precisú 
a X'Mu 

4.* Naija di re mo^ respecto al caso en que nao de los limitea es 
fijo y el otroealá Bujet»a ciertas condicioii«B, o es enteramente 
arbitrario (**), por adir comprendido en los tree casos pre- 
cede ntea. 

8117. Pudiera también sucf der que la naturalesa de la cueation 
sujetase a ¡as variaPioDes ir, f ¡/ y 3i a ciertaa condiciones daifas 

por laa ecuncionea [=:n,9;=o y eato independientemente 

délos límites, cetno por ejemplo, cuando la curvo que butcamax 
deba ser trazada aobrc una mperlicie curva dada. En eate caso la 
ecuación (B) no se divide en tres, y las ecuaciones (D) no tendrían 
lugar. Será ptl-cíeo reducir, como lo hemos hecho arriba, las va- 
riaciones al menor número poaible en la fórmu la (B) por medio de 

(•] Siae traloBc de unn cuestión áe JennMr'm debe en eslcca' 
Bo, la curva que buecamoa, lener en gu límite un contacto de cier- 
to orden con la curva i> In auperficie cuya ecuación es ti^a. 

(**) En ot<te caso la rurva que buscamos tiene uno de sus ea- 
tcemoa Bujetoa pasar por un punto fijo, miéntraa qnee! otro debe 
ser, o cualquiera, o estar silntde eobr^itoa curva o una superficie 
dada. 




laaeuacion ¿t: condición e igualnr n cero 1<m ooeficientM HcIm 
ínrlacioiies reetantOB ; a lo »¡ue e» lo mi^nio, ai^p^r b (B) les ler-" 
minosXíí+X'iJI -f-,,,. i descomponsr Cita ecuneion en otra 
mirando cu ctla a íj-. ly, f' como ini!f/>cn<lieiitee i en tin, eüniou 
Ita indeterminadas ^, V . , . . 

. Haremos observar ()ue en los cisos particulurcs, es muchoa va*' 
cid preferiblo hacer, cuii la Tuncion dada Z, tudos los cilculoiqat 
nua lian canduculo a lat) ecuaciones (B) }' (C), cu lugar de compa- 
rar cada caso particular a lae forniuUs jeiiorales dadaa preceden- 

Eítos GOii lof principios jeuera lea delc&Uulo de las variacioneai 
apliqíiÉinúElbB ahora a algunos ejemplos^ 

, íi9<¡. Cuái et la, cfrnaplina CMK(fig. 44) cuya lonjitud UK, 
comprendida etilre doi radioí vularer A M y A K, et la menWftt 

iftif? Tendremos {n(Sme.WÍ739) que i =:f^{r'it^^^dr')=wZ, 

áeiraüi aU<^Tadelialla^Iii relaciou r = <p.S qoe Uacea 7, vniñ»U 



<. La V 



r.í<'. 



>■ -^»vJg. iH^-^dr.ldr 



Comparando a la cruacign (A), eu la qua aiipondrenioa 2= 

d, '■V' d. ' 

EliiniAando a di y en aeguída u rfi, entre eitaii ecuacioncaf 
rfí' = r*ííí*"t"'ir' reconocer emos que están conformes : de moM 
que ea aulicieiitf? integrar una dr ellas. Pero la ] Perpendicular 
baja<lB riel oríjen A Fobrc una taii^ei.te cualquiera TM, ea 

Al^AUy^nn AUTs=r. itn ^, 
que oquivate (p^> üí) a 
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., AI — — ^^"¿JL^ a —^L ^^^ 

como en ei caso ictaal es confitante eetft perpendicular , la Jínca 
que buecamofl es recta. Lot límites M y K son indeterminados, y 
por consiguiente no necesitamos emplear la ecuación (C). 

889. líallar la linea mtts corla enlre dos puntos dados o eni^edos 
cuHoM dadas, 

Lalonjitud s de la línea es/Zs= yV (<¿r* +</y»+ds«) (núm. 

751) : se trata de hacer a esta cantidad un máximo : tendremos 

í*'® dx da «/• 

SZ^^'sdx +rfldy^ y . ^dz : 
ai as ds 

y comparendo con la fórmula (A) haifarempsqoe 

ds di ds 

I 

los otros coeficientoB P,p, ir.... son nulos. Lns ecuaciones (Dj 
so convierten on el caso actual en 



''í)=''''''(s>=^ "'''(£)=- 



de aquí concluimos que ds:^adsydp^shdi^dz:^cds» Cqa» 
clrándolas y sumando obtendremos a^ «(«é'-K'z: 1 , con cuya 
condición deben curapKr Uw constantes [a^^ y c para que estas 
ecuaciones sean comparables entre sí. Por medio de la dhrision, 
hallaremos qne 

dy b dx e , , . , , . i, 

dt a dx a ' ^ •- 1 ' ^ 

por ieonsíg^íente las proyecciones de la Knea que boscamos ton 
líneas rectas ; en virtud de esto la línea misma es una recta, 
tfccéminkr 80 pottd<Mi «b pflttM 
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Untes a, ¿, c, a' y ¿'. Si se trata de hallar la distancia mas corta 
entre dosfwntos fijos dados (Fig. 85), A (x. y, , «), c(x,^r y^^ , jr„) 
es evidente que íx¿ , ^y^ , ¿y, . . • . son ñutas, y '^üi» k ecuación 
(C) tiene por sí noisina lugar sujetando. nuestras dos equ^ciones a 
que queden satisfechas, cuaudo sustituyamos a ellas a^x^yx^,, 
y, , etc. en lugar de x, y, y x, obtendremos cuatro ecuaciones 
que con la a*.4"¿*«f'^= 1 determinan las cinco constantes. 

Supongamos que el segundo límite sea un punto fijo C en el pla- 
no xy^y el primero una curva A B situsda también en este plano 
la ecaacion6r=;áy-4-a^ es^n tal caso suficiente. 8eay.=yx, , la 
ecuación do (^AB) sacaremos de ella ^y.=s A^x, ; la ecuación (C) 

ux dy 

se convierte enL=:-r . ÍXmlm--- .,Ay. y como el segundo limite 

da V'<í* *• •». 

C es fijo , es suficiente que combinemos entre sí las ecuaciones iy* 
= Aax, , y £Íx.. ¿x.^^djy^ ^y(= o. Bliminando de aquí a ^, halla- 
remos que dx 'fmhdy^szo 

Hubiéramos también podido multiplicar la ecuación de condi- 
ción 9y^ — A^x.^oporla indeterminada X, y agregar a L, con 
lo que hubiéramos hallado que 



y,, de squi sacariainftt. 



•.\-. 






,!'■ 



Eliminando a X, obtenemos lo mismo dx^ f A<íy,=:o 

Pero como el punto A(Xj , y^) está sobre la recta AC^ tendre- 
mos también que bdx^radf^. j de aquí sáosTemos que a==:— ^A, 

.yy^ 8»«i^-rr 33 ^ ;k>onal iioe 44 ft^ conocer que la recta AC es 



;.,.-.• J> 'a!» iJw** 
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determina por la consideracisn del segundo limite que es 4)0 y 

' Nofe seria fácil aplicar el ra^ipnaml^oto precedente a laa tre» jdi 
ménsione?, y llegariamoB a la misma consecueneia; podemos por 
consiguiente concluir que enjeneral la distancia mas corta A C 
(fig. %t) éíitre dos curvas AB y C D, es la' recta AC ^ue es nor- 
mal a ambas. 

Si la nienor linea pedida debiera estar trázala 8o|»re una super- 
'fiéiécuihra, coya ecuaeion ñiese k=ó^ en esíe caso la ecuVpÍQO ^6) 
no ae deaóompondria en tres, a no ser que se le >gre^ra .,e). tér 
min» Xc^u; en cuyo caso podríamos mirar a ^x^ dy, y ^r^ com» in- 
depeadifQtes, y ballariamos las relacioneji v}'^ ;% 

jÍx du dy du dz du 

.c&T .<í* , ^ dy ^ ^ d$l <fc, ..:.»<; 

Eliminando a X tendhrémob^Mü ¿^^ctíáétóúeé 

que son las ^d^ l^ c^rv^ que busci^^o^ ^\, 

Tonemos.ppr ttepBp4ork''meiiot 4iiitmi)dft; 
una esfera qúe'tiene su centro en él or\jon ; en virtud de esto 

^' .> \dy vA' 






Las ecuaciones de arriba, tomando tds como constaiitf , se con- 
vierten en ■ ... . ,\. .-..- .' »- ro* i ir^ 

zd*xssxd*z, xd^^szyd*Xf y de aquí jf(¿^x=4ril^. 

integrando, tendremóB;. - ' ^ \x,. **"' 

JVIultipiicjt^dQjla , primilla. do éiliB e«Mieioaes.pdr -^^^teiü^ 
guuda por je, ha tercera por x, y sumando^ haliarcmoa que ay ss 
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bx+cxy que es It ecuación de un plano que pasa por el oríjen de 
liB coordenadas. Y a^i la curva que bubcamos es el circulo máxi- 
mo A* C* (fig, 86) que pasa per ios dos puntos dados A' y C^ o 
qnd es normal a las dos curvas A*fi y C D, que sirven de limiten, 
y. están dados sobre lasuperñciecbíerica. 

890. Cuando un cuerpo se mueve en un fluido, sufre una re- 
aistencia que depende de su forma, cuando todas los demás cir- 
cunstancias son iguales : si este cuerpo es de revolución i se 
mueve eñ sentido de su eje, i se prueba en ¡a Mecánica que la re- 
'^■teneiá es la menor f odible cuando la curva jeuaratriz cumple 

con la condición. 

. .. .'t. , . ' •- ' 

da^-hdy* sswoxtwr/de uqai resulta que Z=>^ -^-„ . 

•■■ ■• ' . - » 

• " • ' • * 

Determinemos esta curva jeteratriae del aótldo ie írtenor resh- 
<€iicia. Tomando la variación, balUremoa quo . . , 









(i+y*)» 



• • • . • 



la segunda ecuación (D) es M>-<fN s= o ; y del cálculo que «eit^ 
bamos de ejecutar con Z resulta que 

en razón a ser M =:iíN. I así, integrando, tendremos 

Luego* aC*4*>*^>=¿W- OÍwérvese que la primera de las 
cmn^ienea (D) o w^ w dugo bnlnera dado inmediatamente el mis 
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mo reaukadoy 4 mb^r — dnsso o — n=sa ; de modo qoe esUs dos 
ecuaciones cradacen al mismo fin. Tenemos que 



sustituyendo enlugar deysn valor, nos será fácil obtener esta 
integral ; solo nos queda que eliminar en seguida a y' entre estos 
valores de xe y, y se obtiene la ecuación de la curva pedida que 
contendrá dos constantes, lasque se determinarán en virtud de las 
condiciones dadas. • 

891. Cuál es ia curva ABM (ñg. U)yenque el área BODM, 
comprendida entre el arco BM, <rjs radiot de curvatura B O, y MDt ■ 
que la terminan, y el arcú OD tflr fá'mttíin A fpr nüntrnóf '£]' ele- 
mento de arco AM es ds=dx^(l -f^*') ; el radio de curvatura 

MD es — ' l *-' ^^ ; y el producto es el élsmo|itd dd áVeu propuesta 



.'I '» • ••> 



-f.. ...>■/ 



Se trata ahora de hallar la ecuación y=^«> qtfé haga quejr ^ 

sea un mífimio. Tomemos la va|rÍ8f;ion ^, y limHáiíAolos en la se- 
gunda ecuación (D), que es la que basta para nuestro.objeto^ ha« 

llamos que - ^^ 

. Msso, N— <íPss4a 

<<«.(l>y y" ^ ' y".,M¡r - 

Pero 

^ (l±|ü)?^ =Ñ<í/'+P</y. Va^4aiíy' 4.i/.P.ífy' +Pdif»V* «ir 

tfiustünyendo a 4a4HlP en lag^r^N.' A^MiM» rdx^éi' tA\- 
bia a ostoa éoff últimos términos en 

21 



Luego intognmap,-' ' T,, f VaB> '4.t 



■í;.-í . i •• •; 






Pbr dltiiDo 

x=c+-^¿-- +6. are. {tanj.z=y'). 

este último término jie.jiat|gy»^jK>r p^i;tef,.y;lfi|emo8 que 

- - * 

y=/ar— «y— í(ky'— a), are. (^ly . sry*) +/. 

Elipipemoj? el^9^rpo tiuú* e^tre^Mm falorea.ideijr jr 4m^: 
/,. .V (Ay— a)</.r , bdy—adx 



^V»»t«0Pte (ly. páj. iS'ta>f«42\/(^r-wHKíH-* 

Esta ^oaéion comparada en la de la p¿j. nos dice que la 
curra que buscamos es una cicloidei coyas cuatro constantéi lis 
determinaremes en virtud de un ndmero igual d« Coiiiieio^es 

dAda«. -■••- " i-'-^y ■' "•'^- ' "■ '' 



trata de hacer a/^Z ud mmw^ EtífiprékttmmuiHmiií i ^du »l> w fc 



hallar la curva AC' (fig. 65.) segan la qiie uUbe icaer un ciierjK) 
pesado, para tar^ai^ menor tieiqvoiMHáM^ «n pasar de C a A 
(véase mi Jlfecófifca, ndm. 19t) Foivqiipdo la viirÍ9<rÍ09 .¿fi?» Ml*- 

mnR nnn ' 



moB que 

ty/(z^hy i/#V(*-A) Skyf(z-^g) di<f("fi) 



finalmente i KimMi— . P. ..... .?=•. Las e^achmes |( fpe convier* 

ten en 

Omitimos la tercer ecuatnotí, qae podemos fenciostic^r ' q^tar 
eo wp^ e tidida en las otras dos; síb coya condición seria al^rdo el 
probleÁá propnéato. Integrando y diviifiendo uno poi: blre los re- 
ftftltados/Aallaremos qñe é^adx; esto nos ^ráeiba que la ^irpyée- 
cion de b'etitra sobre el plano ty és üioa recta', j qué por cotm^ 
g ti i ei it e esU earvá evtá descrita en nn" plano perp^idicolar alas 
j^r. Tomemos este plano por el de las sz*y la pHmera dé las ectia,- 
ciones (1) será en este caso suñciente, i tendremos que káx^^Js 

V(^-A>: f como éH^d»*4.dz^, btllamosque rfyt^' ^^'^^n ^. 

H«eieadoai;9ii(P«4"^->-M, reeoDocwKM que esta. «caackii ev ia 
de pna cieloide (véase ndm. 733) .tn k cual ii^cs^ diámettodet 
eÍKHiteiieBerador, 

Csand» los limites so» dos pmites fijos A i C* ifig. S5), no lit; 
tftm Usoar ttlngona otra oondicioii, sino es la de hacer psftar la ci- 
olvider' AC' pet eüos ám puntes, est« nes delénmtia les Vabresdé 
UsconslMleair)*¿ • •*"' 



, Si,et •lepji^a lilaila es un puiiio fijo C. y ai el primen non» 
curvB AB 8ítn«d«, lo mismo que el punto fijo, en el plano Teriicfl 
■iW tasití, tendremos qne "x,, =iíf,^*=o 



di,\/(í, 



./»,V(í,-fc) 



' "Bs suficiente que liagamD>( L, nula, atondienilo al primer línuie 
que e» una curia AB, cuya ecuación dada es z',^/iy De aquí de- 
ducimos que íi,^A¿ij^=o; miillipücando por ^ y agregando i L 
bRtlainoa las dos e 



d!, 



A,\/(í,— A) 



f',V(»,-A) 



Elimiunnd* a X obtendremos que dx¡•^&lIx^:^^. Por com¡- 
guientc la cicloide deberá sartBt a la curva dad» AB Tonnando 
ángulo recto ; determinaremos la constante ^ eomperAndo la ecua- 
ción de la cicloide con la precedente. 

Considerada la cuoí'lion según el nnállBÍs de lax trea dimcnaía- 
iieí, hallamos la mi^ma consecuencia, de modo que lu curva de U 
cuida mas veloz, partiendo de una curva cualquiera CJ>(%.Sfi) 
para llegar iiotra AB es una cicloide A'C normal a estas dos üU 
timaí- E^tomismo tendría lugar si ae Luinasen los dos límileasti* 
bredosíuperliciescunaí. coiiin porlreinas muí bien convcDcenuK 
de ello, 

ruaiijo la cuna deba truznrríi.' !<ubre una superlicifi dada por su 
ciu'flcion v=^a, la ccuaciori (.B] no ae ilcscumpona en utraa tres 
c::unc¡ftnoa tino despiiea de liaberle ogregado \ñu. efito nos di en 
lugar da Isa ecuaciones (1), tres ecunclrmes entre \n cunlee, eK- 
minando itX, tendriainoa Ins de la curva que buscamos. Si tuvieta- 
nios por límites dos puntos tijos, se detertainnriaii tss consumes 
par la, condición du que Ja ':urv8 pasase por estos dos punios: enan- 
do los límite^ sondes ciirvai., la que bascamos debe cortarlas for- 
mando con ellas ángulo recto, según liemos dicho arriba. Ames 
que io quere'i'H del problema cr lo mÍHmn en los dos cmo». 



\ 
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t593. Cítál ef ia curva BM. (fig. 78) ct/ya lonjUud nos es dada 
que poiando por B y M, interc^pie entre sm ordenadas terminahs 

BC, PM y el efe Aar, la mayar área^Tydx * debe ser un móximo, 

siendo el arco s constante : por consiguiente es preciso combinar 

la variación de/z= /^Ja: con la deyV(<ír*-t-ífy*)— constante 

^o, según lo que hemos visto núm. 887 con el fín de poder 
descomponer la ecuación B en otras dos. Para la variación com* 
ptota, halláremos que 

(yd.dx +i£r.day+ ds ) ^^ 

dx dy 

de aquí sacaremos que w=:o, n=y-J- X-j-, Ms=(/.r, NssX-^ 

estas ecuaciones son idénticas^ porque integrando cualquiera de 
las dos, obtendremos el mismo resultado ; por consiguiente no de- 
bemos eliminar a X entre ellas. La prin»era nos da sustituyendo a 

\/(dx^^(ftj^) on lugar de ds, .-= ^ — , y de aquí m- 

camos que (j--c^)*^+(y— C2)=X2 

Por connigniente la curva que buscamos es un círculo; y 'según 
vuelva su convexidad o concavidad al eje de las Xy es el área un 
mínimo o un máximo. Las constantes c, c\ v X las debemos deter- 
minar por la condición do que el círculo pase por los puntos B y M 
y que el arco BM tenga la lonjitad cxijido. Este es el mas sencillo 
de los problemas de los Isfiperí metros, 

894* Cuál es la curva BM (ñg. 78) en la que se nos úá el área 
timsdo ei areó BM el mas corto posible^ 
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Eo el qaBo presente tenemos q«e/ v (dj:«+í^*)= nttiifmo con 

lü condición de s^t jy^t*—Híi)n^tATA,e^o. Imitando 'el razona- 
miento de arriba, hallareirtoé qnc 

ony^s ft^wii^pes poipi vi^iU^ViicQj^^ las imi^jü^as que )ais 9u^. acaba- 
mos de hallar : por consiguiente el círculo ea tair^MOl) ItmifTa pe- 
dida. 

805. £haai^ el á^ l^áX áiiíipren4u(0 eoftie io« rcMfW vecioret 
AM y AK ; se nos pide la naturaleza de la curva MK ma» corta que 
sea fusible. 

Para esto deberemos tener que *= jT V(^r*-f-ify»)= mrnimo 

con la condición (ndm. 796 IV.) de que /j {xdy^ydx) zzz cons- 
tátate : eato nos dá 

al 

Estas ecuaciones están visiblemente en perfepta canóof^aimia, 
y es suficiente integrar la primera » X es una conataote arbitrMÍa ; 
y nos resulta que 

HM^moaa ^wi-c^z^y seráíacil la ii^jtfgracion (oúm. 760, IV;; 
hallaremos que (Xt+ ft)*+(^y ^e)«»l, o ai ef Wflrfb (*+*')• 4^ 
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(y Jf^c^y^iíai^. Por cónm^iente la curva que buscamóé c» u'uT^í^-^ 
calo sajelo a pasar ^^ los pontos M y K, y a foma^ el ¿rea 
MAKde una inspsiiad dada. De modo quéetlalqtriei " otra^eitrrli^' 
que pase por dos puotos M y K de esta eMimí^étidá' y l i ma se 
la misma área, tendrá el arco interceptado enel án^lo MAKm&s 
]argo que al ttroor de «^«rdiHd, deatl^Uffteé'ñüeiñemtoiflHititott M'fK. 
Veremos también que el círculo responde también al problema in- 
verso: de todas las curvas^ de Urunl lon^lud entre dos Jt^tos dados, 
cuál es aquella cuya área MAK es hn tnájcimo? 

866. D^itoáán Usé oiirvaS pUnawiéiñtáñúdúsp&réoté^dmaíM' 
BC y PM (fíg. 71) que €91 «ti tW9ÍiKÍm en^Oult'Ém eüérpo» €#^ - 
área es la wUttnay se nos pide la que produce el mayor volwmn* 



- • » • ' • « • *v 



•Mr 



Tendremos que / '^¡/*di=imáx¿mo y f 2irtj^ (djf^'^'dyt) zzz cons- 
tante 

* 

D^ftfpiÍQsfBoil saoar q«e 

ctfias ecuaeiones están acordes entre sí, y la primera fcio^ (!Í 

j^^ (fZK!)í? /,y. 

V[4Xy-(c-y«)*] 

. . I ■ . - ' - ' " . • l.( 

Si la constante cs=o, hallamos que dMss -- — r?^ > » y de aquí • 

.».•"■• 
(ae — 6)«+y«=4X* ;] que es la ecuación de un círculo cuyo centro 
est^en^iin lugar cualqoi4rit deVejcr de^ap-i^, y^^lie Íebr>fflUiir per 
los dos puntos dación. Sin embargo este círculo no responde al pro- 
blema sino cuando al área enicndrada porlé t^w4 üo lon del arco 
CM se halla que tiene la cdicñsíon que se cxl^e ; con efecto tá 
ecuación integral no conlicnc sino dos constantes que bcdetcnni- 
lian po# m«lio de ia cofidicimi'de ^ hrlfrréfA pküifpft- fób ftHiñJiiB 
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C y.M* La ecuación (1) nos dá la solución jeneral del problema. 

897. Hallar* entre toda» la$ eurva$ pionoi, de igual Umfikid m- 
Ire do8pwUo$ dadat^cual es la que en tu renolucúm acendra mm 
área o un voHumm -mázimt? 

Knlo8do6ca808,y V(^'i*^y^)=:==oonaUnte. Ademas en uno 

de los casos /W^cLr y en el otro/2 iryd^ (núin. 762) deben ser dii 

máximo. Desde lu^o, enel prkner caso Zssvy^jr. Haciendo aquí 
el mismo raciocinio de arriba^ hallaremos que 

iry*+ -5 — = ^í oe aquí sacamos que dx^s, — ^ 

La curva de que tratamos ahora goza de la propiedad de que so 

radio de curvatura R es =: ? — (ndm. 734 6.e); coneteete tendré- 

moeque 

Esta curva es la Eláüica^ cuyo radio de curvatura está en raxon 
inversa de la ordenada. Ademas de c y X, tenemos otra tercera cons- 
tante ; las condiciones de que la curva pase por los dos puntos da- 
dos, y tenga la lonjitud cxijida, sirven para determinar estas tres 
cantidades. 

£u el segundo caso ZsEsy2iryV(c/x<*f*i/y>); do aquí sacamos 

tttwdxJ^yiix . cdv 

que "'—p-- =r.c, da=s ^ 



La curva pedidjil as luui Caiciiom (p^. 14S) cuyo eje es ori- 



Calculo iiiTBomAL. 397 

zontal : hai máximo o mínimo^ según proseóte lu curva al eje do 
las X 8u concavidad o su convexidad. 

898. Cuál es la curva de una loujUud dada f, cnlre do» puütog 

,^oi^ retpecio a la qutfyñ% et un máximo? Hiiliaremot ftcilrmm* 

t« que 



099 



d» V[(y+-x)«-c«J 

obtendremos la luisma curva que arriba. Como "^ — - ee la orde- 
nada vertical del ceuti o de gravedad de un arco de curva cuyii 
loDJitud es « (vc'ase mi Mecánica^ n(íro. 64), vemos que el centro 
de gravedad de un arco cualquiera de la catenaria está mas bajó 
que el de un arro de cualquiera otra curva terminada en los mia- 
mos puntos. 

. Haciendo el mismo raciocinio con / y*áx == tmnitno^ y 

/y(fr3=constante, hallaremos que y* -^Xyzszc ó mas bien.y~e¡ 

tendremos una recta paralela a lasx. Y c^o "¿¡^^ ea la orde- 
nada vertical del centro de gravedad de toda área plana (véase 
miJIÍecanica nCira. . ), el deoR rectángulo vertical que tiene un 
lado horizontal, es el mas bajo posible. De modo que toda masa 
de lagua cuya superficie superior es horizontal, tiene su centro de 
gravedad situado lo mas profundamente que ser puede. 

Consúltese la obra de Kulero, intitulada : J^ethodun invenU 
Hneaf curvae ma.rimi minímive pmprief^tU gauflenUs. 
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VIH. DIFBRENCIAS 1 SBRIB8. 



Jiétodú directo ét ta» Difértnnm. TnU^rpolacion, 

#0(K Duda «iK serte a» 6, e, é. . . •-• • refltemoa cada térttino de 
el que le sigue: a'=6 — a, 6'=c— 6,c*^d— c.... y tendremos la 
serie a* 6' c* rf' . . . . de las éiferenciai primera». 

Del mismo modo h«)lareinos i« wrie a'*, 6", c*-, cT'^^. . . de las 
diferenciai ségunJnt a"=¿**— o', 6*'=c— t', c"=ir— c' . . . estaa 

dan las d(/CT-«iHa<M íerccra* tt'"=6"— o'', ft'"=^c**— 6^' y aJ 

en iÉeguida. Eatas diíbrenciasBe indican con ]a letra ^ jñ esta ea* 
racterística se le agrega un eeponente con el cual se esprcsa ol 

6rdcn; A es un término de la serie de lat difcrcncii^s delóidenn. 
Ademas conservaremos a cada diferencia su signo« este ea^— cuan- 
do la diferencia resulta de una serie decreciente» 

Por ejemplo, haciendo en la función y=x' — 9jr-4-6 a * igoal 
sucesivamente a 1. 2^ 3, 4. ... du una serie de números cuyo ter- 
mine jéneral es y, y* de la cüat sacamenHíe diferencia» dfel «nodo 
siguiente. 

Cuando arcctf, i, 2, 3» 4, 6, e« 7,*., 
Serie y=6,— 2,— 4, «, 34, 86, 168, 286. . .. 
Diferen. 1.a» Ay=— 8,— 2, 10, 28, 6?, 82, \Vi 

DHferen. 2." A«y«:6, 12, 18, 24, 80, 36 

Difercn. 3.a«..A'y— 6, 6, 6, 6, 6, 

1^01. Vemos que en el caso actual las diferencika tefceras md 
ct^tantes, y que las dtférencSaa segundas forman tma' equidüb** 
rtociá: hallaremos diferencias constantes, siémpt^ ^oe jr aea «nía 
función racional y entera de «. esto es lo miimio qtie vamoa alioft 

¿'demostrar. 

Si en el monomio Arx"* hacemos a .r=a, /5» r» • • • • C . c, X (te- 
niendo estos valores a h por diferencia constante), nos rcsultari 

la scrieifca,'^ cg,*" itr'^ . . . .««'" kx.^kx'^ . Como *«X— ^ ai 



desurrüHamos a kx^ =Ar(X — A),** y representnmos poriw. A*A'^.. 
loF corfíciontes dé«ta furmula del binomio, hallRremos que 



^(X "• — j^"» )=A:m^X*'*~^ —A: A'A« x'""'^+A:A" V^ '^^ • . . 

Tal es la diferencia primera entre dos términos cualesquiera de la 

serie ^a,^ k^J"^ ky^ .... La diferencia entre los términos que 

preceden, o k(»:^ — O ) se deducen de esta, cambiando a X en 
X y a X 6n a; y como j:=;X— A, es preciso sustituir X — h a X en este 
segundo miembro. 

ibn^(X-fc)"^^— ^A'/k* (X— *)''*-^ . . . . =fcm^X»*~^ 

Restando estos dos resultados, deéáperecen Um dos primeros 
térniiiios, y nos resulta que la diferencia segunda de un órdeti ar 
bitrarío es 

Asi mismo capibtando a X en \^»A en este cíltimo desarrollo^ y 
resta ndoy desaparecen los dos primoros términos : tendremos ^fi9 
la diferencial tereeraj^rá 

km[m^l) («-^)fc» x""""'— JbB' A^X^""* 

y así en seg^uida. Cada una de estas diferencias tiene un término 
menos que la pveeedentfl enau deaasroiio ¡ U primara tiene m tér- 
minos ; la segunda tiene m—1 términos, la tercera m— 3. . . etc. 
4¡n vista de la fi>nna delprimer término, que concluye por jp^ma* 
»ecer ioloenk diféroicinl deluden m, vemos que esta ikh^t^U 



se roncea la cantidad constaale l,>t,0« . . . mkh 



m 
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- 8i en loa lunciones M y N tomamos para x üoa números y loj 
resultados son m y n, el que proveng^a de M«(*N es tn-f-ji. Scau 
así mismo m* y n' los resultados que nos den otros dos valores de x, 
tadifercuRJa primera que provenga do M*{-N e£ manifiettaroente 
(m — m') *f-(/¿ — »*). Esto mismo debemos decir de los diíéreocias 
^.M 4. as.. . , i,i diferencia de ia suma es igual a la sutna de las di- 
ferencias. 

Luego si hacemos a 4*= a, (^,r. • . en Ara -^-px + 

como la diferencia del urden (m— I ) de pjr es constante la 

del orden m será nula, luego en el polinomio propuesto, la di/éren- 
cia de! orden //< es la misma que si el polinomio solo tUTÍera el pri- 
mer término Ar;i:. Así, 2a diferencia, del urden m es conUanU\ 
siempre que ¡tusliluyamaa a .x números equidistrinles en tttia /unción 
racional y entera del grado m. 

902. Vemos, pues que si debemos sustituir números equidistan- 

4 tes como se ejecuta para resolver una ecuación numérica (páj. C7 y 

.IBl) 8Gr¿ suficiente hallar los (iii-4-l)primerosrcsultados y formar 

con ellos las diferencias l.i^ 2.a*. . . ; la m."^^ no tendrá sino un 
termino ; y como sabemos que esta es constante ¿ = l.2.3 

mkh^ cstenderemos esta serie a nuestro arbitrio. Prolongaremos 
' en seguida la serie de las diferencias del orden (m-i) roas allá de 
' los dos términos conocidos por medio de adicciones soceshraa .* las 
diferencias del orden (i»-*2) se prolongará del mismo modo. . . • 
por último la serie de los resultados provenidos de estas sustitu- 
ciones, la prolongaremos también en cuanto queramos, por medio 
de simples adiciones* 

' - fisto lo vemos practicado en el ejemplo; jr*«»x'-— 2x-4- 1 



x = o. j. 2. 3 
Da....l.— 1. 1. 13 
l.«»dif..í. 2. 12. 

2.M 4. 10 

3.»» . . ..6 



D¡fer.3.»« 6. 6. 6. 6. G. 6. 6 

2.«* 4. 10. 16. 2«. 23. 34. 40 

t.M_2. 2. 12. 23. 50. 78. 112 

Resul. 1.— I. r. 13. 41. 91. 169 

Para jtss O. I. S. S. 4. 6. 6 
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Eetas néries sededaeen de la que constantemente es 9, 6, 6*. . • 
y do los térmmoe iniciales que hemos bailado ya para cada una : 
un término te obtiene- agregando el que e$lá a tu izquierdoy canM 
numera eterito encima de etie último. De este modo podremos con- 
tiuuar las series en el sentido contrario, para obtener los resulta- 
tados de x=:— -1 — «2,— 3, ... En este caso se obtiene un término 
retiando ti núm^,roinserUo encima del incógnito del quéetlá a la de* 
rechadeetle. 

En el objeto que nos proponemos' do resolver una ecuación, no 
necesitamos eftender la sene de los resultados mas allá del tér- 
mino en que no podemos hallar sinoníímcros del mismo signo, esto 
sucede desde que todos los férminos de non columna cualquiera 
son poiritivos hacia el lado izquierdo, y alternativos en sentido 
opuesto, porque las adicciones o sustracciones que sirven para pro* 
longar las eéries conservan constantemente estos mismos signos 
en los resultados. 

903. En lo sucesivo representaremos por y la función de a*, 

que es el término jeneral de la serie propuesta, y enjendra todos 
^os términos, haciendo a /s=o,i, 3, 3. . . ; por ejemplo y,, repre- 

sentará que se ha hecho jr=:5 o que se considera un término que 
tiene a 6 delante do él (el número 91 en el último ejemplo). En vir- 
tud de esto, 

yi— y^ —^Vo • y,— yi=^yi»y«— y,=^y«- • • 
^y j — ^y^ =^ Vo * ^yi — ^V, =^yi i Ay,— A|f«=A«y,. . . 

A*yi— ^Vo =^^^0 >^V,— A«i,,=A»y, ,AV,— etc. 
En jeneral 



904. ForinMMNilMdilmDoUis dek aéiMMttiMlraría. 



«^ i^ r, il. e, . 



A"- flii" ^í'' c." 1^" 



Bliminando a é>, &/ c« c* . . . . de laaecaaciotm Ue la proMialí- 
nea, reduciremos el segundo miembro a que oo contew>ga «no a a 
a\ a," . . • : podremos también Judiar iftlore» da o,' «,*' a*" ... que 
Jio conteigaiuiinguna ietia acentuada: JiaUataaioa que 

cs=o+4a'+6a" rf *«'" +«"",/=«+»«' +10 a' +eU. 



Como laa ínioialeB a\ a,*' a*" . . «^ son Ay «^V^ » ^^ .... 



ys=yo +^^0 +'^X +^X » 

y*^^ +4^ro +«^'1^, + etc. 






Itaojanenl 

y, =yo +'^^0 +'^^*ys -^'-^ • ^^o • • w 



] 



A y^ =Jf, -»ilf¿,_-i +n— -jr^^^— » 



fi^-4 n^S 



.+..(B) 



995. Eataa etCrtclones nos dan, ana un ténmuo cualquiera del 



f.' 
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orden ir (el término jeneral de U térie), siempre que se conozettf¡' 
primer término de todos los órdenes de difbrencias ; y la otra la* 
imcialde la serie de las diferencias dei orden ti, cuando se cono^ 
cen.totboslostérmiiiOBdelasériey^ , jf, ,y .. ., Para aplicarla' 

• 

primera al ejemplo del núm. 902 liaremos a 
en virtud de esto tendremos que 

Las ecuaciones (A) y (B) se gravan en la memoria con sedo CM^ 
éidcrar quü 



' y^ =0+ Ay, )' , a" y^ Kr-'f 



-n: 



con tal de que en el defiarrollo de estas potencias se transformen 
los . poteneias de A^ en esponenteo^e' A para indicar el orden 

de las diferencias y las potencias de y en índices ; pero es pre* 
ciso que 8e ponga y en lugar del pnmer término 1 . 

.906. Sea cual fuere la serie propuesta a, (, c, </,... . la podr^. 
mos considerar como sacada de otra de la cual se hayan omitidoi 
periódicamente ciertos términos, es decir qne se hayan tomado los 
térmmos de 2 en 2, de 3 en 3, o de 4 en 4. . . Dada la primera se- 
rie cr, ky c, o mas bien su término jeneral y (ecuación A), pro-' 

fiongámonos hallar esta serie primitiva, que representareoioa pmr 

o. «•' a.:' o*"" ^ b. b: b^\ . . i^^c. c' (^*>.*eic. .. . (C) 

¥i?moB que en el caso presente suponemos qne se han suprimido 
/!•— * I términos entre a y 6, otros tantos entre 6 y c . . . cuyos ter« 
minos estaban sometidos a la misma leí en su Jeneracion qoe la' 
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aé^íe n^ b, « . . . • que de ella efl parte. La hUerpotadoTí conmte en 
inaertar entro loa térmiooii cío luiaBério propuestay un nónero in- 
dicado da ténninos sometidos a la miema leí : por eooaiguieate pe* 
ra interpolar ^ prccisp hallar eetoe intermedios, o mas bien el 
término jeneral de la serie (C). Es manifiestamente saficieniehi- 
cer en la ecuación (A), término jeneral de a, ¿, c . • . . la condicioit 

z 
x= T-i representando por z e] lugar de m\ término ilo la nof>\a 

mrie (C) : porque haciendo a 

«sro, I, 2. 8, . . . hi k -f I, A«f-!¿, . . . . íii, . . . etc. 

tendremos qne i'=o. . . . (Ji — 1) termi. I. . . (^— I) term. . i ete 
Por consiguiente bailaremos de C6te modo los mismos D<1mero9 
a, ¿, c . . . que ai hubiéramos hecho ax:=o, t, 2 . . . en (A) y ade- 
mas ^i — 1 términos intermedios. Esta sustitución nos prodúcela 
ecuación 

^í-y^-^- -?r+ 2:7,» ^ 273.^5^ *^''-^"^ 

Esta ecuación nos dará a y cuando jr=:s, siendo t entero 

fraccionario. De la serie propuesta a^bfC^d .. . . aacamoa las di- 
ferencias de todos los órdenes, i el término inicial de estas Feries 
representado por A *, A^. . . . 

' Pero para poder aplicar esta fórmula, es preciso que obtenga* 
mos diferencias constantes, para que pueda terminarse, o a lo me- 
nos que obtengamos para las A ', A* valores decrecientes 

que hagan que la serie (D) Fea converjcnte : en este caso el des- 
arrollo nos dala magnitud aproximada de un término correspon- 
diente a x=2, bien entendido que no es preciso que loa factores 
de A crezcan bastante para destruir e^sta convoijencia, effta 
restrinjo a z a no poder pa^ar un límite. 
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Por ejemplo, se halla núm. 364 X que 

el arco de 60« tiene por cuerda ^ 000,0., _..„ 

06« í074,g'^-4;'^A=-2,0 

700 1147,2 It;^ —«,3 

75« 1-217,5 '"'•* 

Supuesto que la diferencia es casi constante, a lo menos de 
60o a 750^ podremos en esta estension emplear la ecuación (D)-; 
haciendo a A=5 nos resultará que la cantidad que debemos agre- 
gar a y == 1 000 08 

J74,C.2— 3»5 2{z — 5) =: 15, 12.^—0, 04. z.» 

Y así haciendo a z=l, 2, 3. . . . y agregándole en seguida 1000, 

hallaremos las cuerdas de 61o, 62®, 63o ; y también dando a g 

valores fraccionarios, tendremos la cuerda de un arco cualquiera 
intermedio entre 60® y 75.o Pero nunca debemos entender el em- 
pleo de las diferencias obtenidas por esto medio mas allá de los 
límites de donde se han sacado. Pasemos ahora a otro ejemplo. 

Tenemos quelog. 3100=y =4913617 , iqqo^ 

log. 3110 ''^ =4927604^ ""^040^*= -45 
log. 3120 =4941546 ^^J; _45 

log. 3130 =4965443 '^"^^ 

Consideramos, en el caso presente, a la parte decimal del loga- 
ritmo como si fuera un número entero. Haciendo ahora a A=:10, 
nos resultará que la parte aditiva a log. 3100 es 

1400, 95.Z— O, 225, z.» 

Para tener los logaritmos de 3101, 3102, 3103, . . . haremos a 
2=1, 2y 3 . . . y si también queremos el log. 3107,58, haremos a 
2=7, 58: en virtud de esto tendremos que 10606 es la cantidad que 
debe agregarse al log. de 3100; es decir que log. 810758 =s 
5,4924223. Véase mi Jiitronomta práctica nüm, 77, y mi Oeode$ia 
nilm. 378. 

907. Bstw procedimientos se emplean iltilmente para abreviar 

23 



8^ Gáf^cmenmoA^L ' 

el eftlculo de las tablas de logarítmo» de los teiiofl!^ de hs^otr- 
áñSy etc. Nos limitoreiDOs a hallar -direotaniente los resiiltadoB da 
diftancia eB-disiancia, y en seguida se llenan Icps intervalos por 
medio de las hMrpoUteitmti, 

De ordinario la serie propuesta a, 6, c ... o la tabla de núine- 
fes-4|oe se quieren interpolar corresponden a los órdenes l, S, 3 .. 
en este-cesa Aael , y entonces se boaoa el ténamo intermedia a 
jr^ e 1^1 oerrespondiente al orden r : en tal. caso la ecnecion (I>)ft 

convieMte en 

f' 1.^ Cnando suceda que A* es nula, o moi peqneSs, se radoee 
la serie a y ^- lA'; es decir qáe<»f f^ecwo vgregmrmy mmñ 

parle 'de A ^ proporevmal m z. Muchas veoes liemos hecho oso dt 
estas observaciones (njun.91, III y 586) 



9.0 Cuando A* es constante, o A'mni pequeña, que es lo ifua 
for lo eoroun sucede, 



Se^un estoyormete \ ('-**!) ^S y eorr^iut a A ^ en e«fa a», 
iidad; considérese en seguida ala serie como si iwriera a esU rencite- 
dopor diferencia priittera y que la diferencia segunda ha sido nula; 
esto hace que la inda^oíon qnc hacemos so convierta en el caso 
precedente. Por ejemplo. 



les. S10= «,4913617 =ry 3^^ , 

I09. 811= 17604 ^ ,^44 — 45S3A^ 

lo|r. 31«c= 41546 ixfíí —46 

bg, 313= 55443 ^'^^^ 

Como las A^ son constantes, para obtener el log. 31^%8^ ha- 
t^mesn «=:o, 75^ de aquí sacaremos que i (s^l)A*sso, ltl.45 



:^¿«446 ; agrregáudolo ñá\ tendremos 1399dy 446 que ee premo 
multiplicar porx; el producto es 1060^^97 ; luego log. 310|76€3ft 
?,4924. 

3.0 Cuando A^ es constante, o cuando es despreciable á\ le 
::ério (E) aolo tiene cuatro términoe, y vena» que es preciso oor» 
rejir A* en la cantidad } [z — 2) a', y mirar a esta cantidad A* 
como una diferencia segunda constante : y así en seguida. 

Podremos ver aplicada esta teoría en la páj. 101 de las tablas de 
logaritmos de Callet, en la que se calculan estos logaritmos con 
20 decimales. 

4.0 Recíprocamente^ si be términos y e y nos son dados 7 

fic nos pide el lugar del primero, cuando la diferencia segunda 
constante, tendeemos que 

' ^ (F) 



•= A»+i(«— I)A« 



Efectuaremos en primer lugar el cálculo an atender al segunde 
término del denominador, esto nos dará un ralor aproximado de M 
que en seguida austituiremoe en lugar de s en la fórmula (F) sía 
omitir nada en ella« 

Si conocemos en el ejemplo precedente el resoltado del eálcnk^ 
sacaremos de él el numerador y — y =10606, que dividiendo 



'Z 



por A> £=13987 nos dala primera aproxiouicion :r=:o|758 ; intro- 
ducido este valor en lugar de x en la formula (F) , nos resultará 

10606 

2v»r-=-o,758. 
13992 ' 

Del mismo modo ee resuelve el problema inverso, siempre qne 
A* sea constante, etc. (V. Conoc de los tiempos, 1819, páj303.) 

908. Presentaremos ahera un modo moi c6modo de dirijir el 
cálculo cuando A* es^eonstantOy y queremos hallar n ntimerot in* 
termediessttbsesivortotre y e y|. Cambiando a s on £-f»l en 
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la formula (D) y restando, tendremos el valor jeneral de la diferen- 
cia primera para la nueva serie interpolada : haciendo lo mismo 
con esta, obtendremos la diferencia segunda, ea decir que 

A' 2t— A -^1 A« 

Diferencia l.«¿'=—+ — r-.r A*. Difcren. í.a^=:^-- — . 

Queremos injerir n términos entre y eyf : es preciso paradlo 

tomar a ^:=n-f»l; haciendo en seguida a z=^o, tendremos el 
término inicial de las diferencias 



í«= 



A» A 



('^-f-l) 



^'^--+--4'*^' 



calculando a 0^ y en seguida a^': este término inicial ^> servirá 
para componer las diferencias primeras de la serie interpolada 
(^ es la diferencia constante) ; en seguida se tiene esta serie por 
medio de simples adiciones. 

Si en el ejemplo ds la páj. 305 queremos calcular los logarit- 
mos dd 3101,310?, 3103 . .. interpolaremos 9 números cqtre los 
que se nos han dado: según esto n^ 9,^*= ...0,45, 9*ss, 
1400,725. Formaremos en primer lugar la equidiferencia que tea- 
ga a ^' por término inicial, y a — 0,45 por diferencia constante» 
las diferencias primeros son 

1400,725, 1400,275, 1399, 8«, 1399,375, 1398,925 . . . 

Las adiciones subccsivas, partiendo' de log. 3100^ nos darán a 
conocer a los logaritmos consecutivos que buscamos. 

Supongamos que se haya observado un fen6meno ñsico de 

X%^ en 12 ^ y que los resul lados medidos Jiayan dado 

• «,... * 

a O . ...y^ =78 . 

í« 300 A?o ¿Áa 

«4 66^ ^^0 144 

36 1176 



Calodlo idiwmui.. 



Si queretnas iiüllür el cilndi) que correspoud 
intorpula remolí dns término?, se^un cfto n^í 
compnniendo las etiuidifeti 



I que principian p»r 5(í, y cuyn ii 
I ed 10. tendremos las dit'ereJiciaB prioiems de 1 
laguida esta miama serie 




Diferen. 1." 



.511. 74. DO. 106. 122. 
78. I3G. ^10. 300. 400, 



, li" 



528, GGü 
SO^ . 2/ ... 



La EUpoeiciun de ser Ihb diferenctoK eegiindiu con&lDntes con- 
viene o cheí todus \oe cssoí, siempre que podamos elejir laa cootc- 
nientcs duraciunee. Se hace un uso miii frecuente de este método 
en la Astronomin; j aun cuan<io>D Feala obnervacion o ya el cál- 
culo noü dnn reiuliados ciiyaü dircreacius scgundoa preseulan una 
ninrdia poco regular, imputurenios este defciclon errores, quew 
corrijen restablectcniia mía marcha uniforme. 

009. Las talilaa aatronúmica?, geodésicas .... se forman aegUD 
oslOEprincipius. Se calculan directamente vsrioa t6rmÍD<iB que se 
toman bastante próximos para que la* diferencias \." oS."* sean 
constantes : y en seguida so interpnl.t para obtener los números 
intermediof. (VéaBe mi ^tlrvnomia prátlUa nfim. 78). 

Y asi siempre que una eérie eonverjentc nos d¿ el valor de y 
por medio del de una variable x ; cnlugar de calcular a y cada 
vez que conocemos a x, BÍemprc q'Js In lormula nea de un uso fre- 
cuente, determinaremos los resuttauos correspondientes a mig- 
nitudes de I gradualmente crecientes, de modo quo lasy se diTe- 
rCDcien poco entro ai : ec ínscriliceu forma do tnbla cada valor da 
y, al lado del de x que se llama Argumento de e^la tabla. Respec- 
to a valores de j intermedios a los anteriore»' , hallBremoa por me- 
dio do una sencilla proporción a y, según !u hemos visto cuando 
tratamos de loa logaritmos (Tomo I, páj. l23)yaolo con la sim- 
ple inspección, obtendremos los rcauitadoa que buscDmo», 
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Cuando lu i»ério tiene dos variables, o argumentos, x y 2, se dii- 
paaen loa valores de y en tabla de entrada dobh, como la de Pita- 
¿oraa(n&m. 14), tomando por coordenadas ñ x y z^ el resoltado 
«itará contenido en la casilla qne determhren el encuentro delif 
dwooordenadas. Por ejemplo si se ha hecho a ;rssl, colocaremos 
•en la primera linea todos los valores de y correspondientes a ts=} 
S,3.... ; pondremos en segunda linea» los valores ^ue nos dé 
:> = ? ; en tercera línea los de z=:3. . . . Para obtener el resulta- 
do correspondiente a :r =3 y a:=5, nos fijaremos en la casilla que 
en la teicera columna ocupa el 5.® lugar. Los valores intermedioB 
se obtienen de un modo análogo a lo que hemos dichoya. 

- 910. Hasta ahora hemos supuesto que las .r erecian poreqmdi* 
Ibreocias. De no ser así, y si conocemos los resoltados ^sra, 
1^, c, il,.... que han provenido de cualquiera suposición xsra» 
fÍ;y,9 . , . Podremos recurrir a la teoría espuesta n^ra. 495 rdati- 
f» a cuando se trata de hacer pasar una curva parabólica ' por ana 
Añe de puntos dados : con efecto este problemii no es otra eos» 
qne una interpolación. Podremos también operar del modo si- 
jttieiite. 

€on el auxilio de los valoreo correspondientes conocido» o, «, 
i^ (t fórmense las fraccione» oonsecutiiras 

b — o c— 6 d— « 6— <í 

^^= 0ii' '^«'^ TTp'' ^«^ n;» ^»=' ' 



O— <t f— p «—a. 

^üimuaiido entro estas ecuacionee. hallaremos sucoaifamoiiio 

|iMN|.A(^-.a) 

OMhf* A(y~a)+B(y— a)(y-^> 

y en jencnd 



CAMirM*immui. 31 1 

y^ =a+A(«-*) -f-B(«-a) (»-p)+Cí*-<tX*-/J)(*-r)..- 

« 

Por consígu lente detéitainaremos las diferencias primeras entre 
ios reflultadcM «, 4» c» . • . eataa las dividiremos por las díftiencíaii 
entre las auposiciones a , y. • . . y esto nos dará loe wl#Ma 
A, ApAf, . . . tratando estos números de un modounálogo, dedu- 
ciremos a B, B, , B,. . . . Estos mismos valores nos darán a C,. 
Ci . . . ; y ímalmentc srrsliiuyendo tendremos el término jeneral 
])edidp. 

Si ejecutamos las multiplicaciones, la espresion recibirá la for* 
«m « «f^i'j^ir u^'A ... de tedo polígono rtcional y entero ; esto 
resulta de que se han despreciado las dH^renctam saperímvK- 
(núm. 901). 



Cnerda de S(K» =1000 ^-:* __.. 

62...20* = 1035 rf!^ZÍ!«^-0,18 



B =—0,036 

B,«t3^o,cmi 



tendremos que 

Podremos desechar las diferencias terceras y mentar desde luer 
go que 

jf S510004- 1 5,«82r— •<>, o 35. x^. 

911. Si consideramos a toda función v , do o-, como que es ul 

témino jeneral de la eérie que dá a .rasm, m«4->A, m-ftA, * - » y 
•si tonta moB las-difereneios entre estos resuHadoe para obtener afea 
nueva Bérie» el témino jeneral e« lo que-ee llama dtftrenaa p r imk 
r« ée la ñincion propuesta y ; que se represeotá por la ibrtta áy 

Esta diferencia se obtiene canibiaudo a ir en 4r4-4 en la esprencfe» 
Jf ,7 matando a y del resultado : la resta enjendrerá la serie de 

las diferencias primorai? liaekiido en ellas a xs^m^m'^h, ifi-f*^^*** 
Aai es que 
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V = — ¡ — nos da áy^ = — ; ^-z ; ; 

Titanos solo reducir esta eepresíoDi o dcaarroHarla se^n las po- 
tencias de /»• . • . 

En jcneral, del teorema de Taylor se deduce que 

Para hallar la diferencia segunda, es preciso operar con Ay 

•del mismo modo que k> hemos hecho con la propuesta « ojscutaro- 
«nos lo mismo respecto a las diferencias 3.a*, 4.m .... 



Integración de las dj/erenciat, twt^acion de ia$ seriet. 

912. En el caso actual tiene por objeto la integración volver de 
una diferencia dada en x, a la función que la ha producido, es decir, 
volver a hallar el término j enera 1 y de una serie y , y . ^ 

y . ^. , . . conociendo el de la serie de una diferencia de uo or- 
den cualquiera conocido. Esta operación se indica por medio 
del signo s. 

Por ejemplo la espresion £ (3x*-f*' — ^) do^& producir la idea 
signiente, sabiends que h=l ; una función y ha enjendrado una 

serie, haciendo en ella a x=0, 1 ,2, 3 . . . ; las diferencias prime- 
ras que de aquí se deducen forman otra serie cuyo término jeneral 
et 3jfl^g — ^2 (esta serie es en el caso actual — t^ 2, It, t8 • . .)• 
Por consiguiente, el objeto que nos proponemos al integrar ee el 
de hallar a y , función que si sustituimos x-f- 1 en lugar de x 

dará, restando, la restaSx^-t-x— 2. 

Claramente veremos que l.<> ios signos 2 y A se destruyen (lo 

mismo que sucede con f y d) : así es que S ^xzszfx. 
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«•o A {ay)^asy : luego Soy=«Sy- 

3.0 Como i^(A¿— Bu) zrAAf'-BAu, tendremos así mismo qae 
2(Aí— Btt)=A2í— B€ti, siendo í y ti funciones de ar. 

913, El problema de determinara y por medio de sus ,4iS^ 

rendas primeras no contiene )os datos necesarios para poderla jre- 
solver completamente : porque para recomponer la serie provenir 
da de^ , partiendo de — 2,2, 12, SB . . . . hagamos el primer 

término y ^=^c, y hallaremos por medio de las adiciones sucesi- 
vas a, a — 2y a-|-2, a"!" 12, ... y a permanece arbitraria. ' 

Podremos considerar a toda integral como comprendida en Jt 
ectiaclon (A) (páj 302) : porque tomando a jrzsO, 1, 2, 3,U • m Jn 
diferencia orimera dada en jr, formaremos la serie de laadíforflUr 
cias primeras; restando sucesivamente estas, tendremos laa diferen- 
cias segundas, y en seguida las 3.m»4.**. . . El término inicial' ^e 

estas series será A*v , A*y ... y estos valores sustituidos en 
- • . ''o ^0 -^ .., 

(A) dan a y . I asi en el ejemplo de arriba (que ea el . mismo ,de| 
(núm 902, cuando a= 1); tendremos (núm. 905) • 

A>^ =-2, A »y ^ =4, A » y^"=6, A *y^ =0.7r.\ / ^ 
y de aquí sacaremos qi/e -^^ 



: ¡ ' y* ==yn +2*^*»+** 



K 



En j enera), el primer término y de la ecuación (A) es una 

■ * "í" • - ', .^^ •• «^ 

constante arbitraria, que debe agregarse a la integral* Si la ñin- 

ciqn dada es una diferencia segunda, será preciso ascender ner 

medÍ9 de la primera integración a la diferencia primara y* 'dt'wÉt 

8 y^ : en virtud de esto tendremos dos constantes aíbitritríiti r V 



ii 



r 'a 



en efecto la ecuación (A) noB4£ tamMen a'conocer m y 'hallaado 
a At, a' . . •.«.aolo^ueiy J^Wo Permanecen cualesquiera, I aaí 
iékM^MeA«&trt^[>étfotM. * . < 

I r 

'^'ItiVP^pong&mdábs hallar á^jf'^sTíponiendo qneel esponeste 
m *é¿'Vnlero"y liósitívó.-'ftepfcsentemos eite desarrollo por 

^ =p* .+9' H-^'J^ — » 

a, 6, c . . . son ejsponentes decrecientes que se trata de determinar 
tt^ como también a los ¿oéficiente& JE), ^, r. : . Tomemos la ám- 
•eoesa fvimera» suponiendo a ^ en el primer miembro, cjunbiasdo 
^iiegiMda,á k en ;ir-1"/» en elsegundo» i reftando^ l^mX ¿i|idono§ 
^iMdkMtprinienM térmiaoA, leBtdzemes que 

Pero para que haya identidad, deben los esponcntes damos lu 
teu feétoi i e a eh-^l ^^m^ cf-— tssfr^i ; do áqní aacaremoe qtt« 
*{•] , b=:m ; ademan lo^ coefíf ientes nos dan 

l=pa^— kí» (^-:!.l) (*=^ 'jr de ?qqi np ^^^Í^Tyí» í=* 

En cuanto a los otros términos, está de manifiesto que todos los 
esponentes son enteros i positivos, i podremos taniblen reconocer 
qne faltan de 2 en f 7Íñí)emr9é tsto ee^Qere del cálcalo signiente. 
Por consiguiente sentemos a 

lea Vjblí:): : Orti-.V:.. ;•• ) .-ii-nj".- . :, . . : I . -: , . ., 

Il^^é^imin^supfi^li. (if^ 3 Xftv*, t Toibemos, según lo fiemoff fif^^v^ 
^0|(qií^^^,dif6fcn suBtltnjendb j:4^)ü a j*, y reeáo- 

do, itranspoi^tando desde luego a px ^^ — }x , hallartmoa 



• • • • 



qaft.d'juiner niiemVro en rason á Befph(jJi-¡-'l)=^l, 9$- r«4ucft« 



.1 I 



■ t 



2.7. 






Por abreviar, omitÍBKw en el ca£o. presente loa -términos ééí 
desarrollo de 2 en 2, por que cl cálculo nos probaria que se des» 
truian entre sí; y ropresentamoa por 1, m, A', A". ••. los coe- 
ficientes del binomio. Pasemos ahora al segfundó ni^aibK), y efeo- 

tuemos el mismo cálculo con a j' +j3j ^ .... y ten- 

•dremos cenias mismas potencias respectivas de jl- y de h, 

, , m — 2 m— 3 . . m — 2 m— 4 

t«i— l)a+iii— 1,-— -— rt+í/i — I.i-^-j — ... , a4».. 

+,(iit-.3)P+i» — SI g— . ^ 04- •• .. 

+(»»— ó)y+. 

Coaqpacando término con término, sacarcii^Qs con facilidad ,que, ^ 



"" 3.4 '^"" 2. 3. 4. 5' ^~ e. ft. Tt' 



. 1 

. I 



por último sacaremos de aqpí que . 
(m+l)fc ' 

. . • . 

.». A'^ ch*x "^^ + A^'dhPx'^'^'^ +.... (D) 

Esto desarrollo tiene por coeficientes a los mismos del binoBiio 
tomados de dos en dos términos, multiplicados por ciertos &Ot(Bf 



S16 CAI.Cin.0 IKTIftBJLt. 

^teB BUinéríeos a, b^t, . . qae se han llamado J^úmeros BeraalSanof 
por haber sido Santiago Bernoulli el primero que los determinó. 
Estos factores son de un uso frecuente en la teoría de las series ; 
daremos un medio mas fácií de valuarlos (ntim 916) : pero coa 
anticipación sus valores son los siguientes 

691 I , 3617 43867 



-M 



"" 3«760^"" l^^ 8160 '*""[14364 



915. Concluyamos de aquí que para obtener a 2:r,*^ siendo m 
un número dado, entero.y positivo^es preciso ademas de los dospri- 



meros términos t— t-TxT — s — *^^^^^ ®^ desarrollo de(jr-f-A) 

desechando los términos que oe»pan los lugares impares^ 1.®, 8.0^ 
5.<> . . . y multiplicar los términos que se conserven, respeetifa- 
nente por a, b^ c » , , s y k tolo tienen eitponenle* paret enando m 
et impar i recíprocamente.; de modo qtié debemos también des- 

ecíiár el fütimo término h^ cuando se halla en el lugar indül ; Is 
cantidad de los léü^minos es ¿m^. S, cuando m es par ; y | (ir-|-3) 
cuando m es impar, 'ds decir, el mismo, para el número par que pa- 
ra el impar siguiente. 

mos a (x-f»*)»^ y conservando Mos S.**, 4.o«, 6.<^. , , . términos 
tendremos que 



'^.■: 



Ittégo 



■i I- 
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^'•=^— b'M-3r»A— r^^'-^T'^^— 4*»/l»+Í.M*. ^ ^ 

Del mismo modo Iialla remos que 

^^^ 67í"~ "i"*" ~ñ *" Ti" ' 

^''""Ü ¥"*" 12 24 '*'"Í2 ' 

"f ■ . .1 

"^0¡t'^2'**Í 15 + 9 80 ' 






lOA 2^4 IQ ^ 2 ^ . «Oj 

2x»»s=etc, ( í'Voje aquí orriba) etc. 

910. Ved aquí an medio ftícil de estender tas- léjoa comoae 
quiera los valores de los números bernulianos a, 6, c . • . • Si, te 

hace a x^=h == 1, en la ecuación (D), ^ J^ et ^ téiBiíno jtoeni 



.í{« • 



de la serie que liinc a x por diferencia primera ; al djrfigfinU 



SH Calculo iM«o»ikL.\ 

consideraremos a si, y esta serie es la sucesión natura) 0, 1, 2, 3... 
Tomenlib^ "a cero" por primer miembro, ' y • transportemos 



"^ * =am+6A"+cA*^+<fA''^ ^ km. 



2(m-l-l) 



Haciendo a mz=2, el segnndo miembro se reduce a am, de aqui 

1 
sacaremos que a= -- ; m=:4 nos dá am +*A", o* Aa +46, para 

el segando miembro ; hallaremos am-f-6A"+6c, cuando m = G ; 
y así en seguida, procediendo según Io« números yares f»=2, 4, 
6, 8 ... . obtendremos cada vez una ecuación qu¿ tiene un termi- 
no mas, y sirve para hallar de uno en otro el ^último término 2a. 
4hf 6Cf ,. , nUc, 



-I- 



917. Tomémosla diferencia del producto 

introduciendo a x^h en lu¿ar de 9, y-restando, nos resultará 
Ay^ z=Lx{x + h) (x-h2A). . . . (x+i/4)X(t"/-2) ^ 






dividiendo por estutiltimo factor constante, imogfándo, y sustitu- 
yendo en lugar de y su valor, hallaremos que 

Aí(ar-t-^) (x+2^): . . . (x+ih) 
'"^ Xx(x+;t) {x+th) {s+ih). 



■ « 

' EiU ecuación nos d¿ /a integral del producio dé/adores quefcr- 
MmmimiM<9fmdffhr€n€id^ 

918. Tomando la diferencia del segundo miembro, se verificará 
tfteÜi'éion' •■" 



G4<.CUI,0 IKTJMM4L, ut 



T 



919. Set y^ asifi' « U dübrancia tfi 



Ay^ =:a*^ (a'^ -1); y dejtquíy «»B«' («'^-Ortft' • 



luegfo 



X «' 

2a = -T — + constante. 



a -1 



920. La ecuación siguiente es la del ntSm. 8 tie la nota paj. 397 
del 1.» vol. 

¿o*.'tíi-coí. A=2*«n. i (A+B)' *«»•• ^ fA— BJ 

y como 

"rtitegralido i éambiando ñ xJ^^\h en Zy tendrenMw que 

eos, (z— l^i) , ^ ^ ' ' : 

2ícn. z=: ^ — .■ ■!■■ constante ; 

• . 3 fea. i A ; 

del mismo modo hallaremos que 

' ' ' • ■ 

. „ ten.(t — ih) ^ ^ 



I .1 



Siempre ^e queramos integrar potencias de seflos I eovenos, tía 
traduciremos en senos i cosenos de los arcos mdltiplot^fiMlia 
páj. 228) y de este modo tendremos términos de la forma de A «t» 
qxy A coi, qie't iraciéniío a ^rta*, haHhtrMIoria in^gral por medio 
de las ecuaciones precedentes. 

991. Representemos la integral de un producto nz por 



< • ' ., 
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ti jr^'y ¿^representan funcionot de x, esta incógnita, uyx 'dadas. 
Cambiando a jr en >4*^ ^^ ^^ espresion úlz-i^l. u se convertirá 
en tt^ AUy y z en z^At^ etc., y tendremos que 

restando ci segundo miembro ti£jt-f*^ hallaremos la diferencia o 
la de US : de aquí resulta la ecuación 

o=Aii.2(« f-Ajr)-)-Af ; y de aquí «=—21 Ati,2 («+Aí) J 
luego 

2(u.«)=i«2«— srAi/.S(«+A«)"] ; 

esta fórmula correspondo a la integración por partes de las fun- 
Clones diferencialep, paj. 181 

922. Solo hai un corto ndmero de funciones de quienes se sepa 
hallar la integral finita^[cuando no se sepa hallar la integral exac- 
ta deberemos recurrir a las series. La de Taylor Ay =y'4+...í 



(núm. 911) nos dá 

y^ =: h^y'+ihij^y^'+l h^J^'* 

en la que y*, y*' • • . «Ison las derivadas sucesivas de y • Consi- 
derando a y* como una función z dada en x ; será preciflo 'que ha- 
gamos a y'ssí, V*'=^f y''*=z^ • í • • e y^ ssíy'dzss fzdx ; y 
de aqui 

y en seguida 



».r \- 
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Esta ecuación nos dá a £r^ siempre que sepamos hallar a Sa, ' 
2c*'. . . . tomemos la derivada de los dos miembros : la del prime- 
ro aera S«', como podemos cerciorarnos de ello. De aquí sacare- 
mos a 2s" y en seguida a £<"'.. . . y aun sin ejecutar estos cálcu- 
los veremos con facilidad que el reaultaÜk) de la sustitución deles- 
tos valeres será de la forma 

solo nosquedon por determinar los factores A, 6, C • • . • Pero si 

zzzzx^ sacaremos de aquí a / rcfas, z\ 2*' .... i sustituyando ñas 

resultará unn serie que debe ser idéntica con (D) y por consi- 
guiente privada de las potencias m/^2, m — 4 . ... De modo que 
aentaremos. 

a, ¿, c, . • . . son los ndmeroa bernulianoa. 

Por ejemplo, si 2 := /r, A =: l , fix, dx =x/*— j, z'=x,"" 

«"= etc. 

luego2/x=:c+x/j:— jr— J/jr+a* +6r +fjr, etc, 

923. Si la aérie a^ 6, c, <f Ar, ¿ tiene por diferencias pri- 
meras a a\ ¿', c' . . . . hemos visto (núm. 904) qua 

ecuaciones cuya suma nos dá /=a**f-6**}-c'«4* . . • .•^'« 

Si loa números a%¿* c'.. . son conocidos, podremos conaiderar- 
loe como si fuesen ka diferencias primeras de otra serie tf, &, r,.... 
porque es fiicil componer esta con el auxilio de la primera y del 

25 
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suponiendo que la inicial a está comprendida en la constante del 
signo e. IjViQgQt tQmando la inte^reU deiMh-tírmima cualquiera dt 
una serie. Ve obtiene la' suma de lodos los iérmnos que le preceden. 

Bien entendido que para tener la suma de la série^ comprendiendo 
en eUft eli^rm^Bb; jenexol y '.^es preciio agregar y^ a la ule- 

>.«• ■«*•• ...'". 3.'' -^ .....I . 

gral o "bien cambiar en ella a jr en ar-|-l> o finalmente q^unbiaraj 
X en x-f- I en y antes de integrar. Por lo demás, la constante se 

determina haciénoof If^' apjpa t=y^ cuando 4r=rl.. ■•- - 

924. Por consiguiente^ sabemos hallar el término sumatario de to- 
da serie en que se conozca el Urinino Jer$et*ál} éh funcitm racionáix 

entera de X. Sea y =5=Aa .— P« -4-C, m y n representan nú- 

* 

meros enteros i positivos ; bajoeate concepto tenemos que A £r^ 



«» Bz/^ -f- CSx^'; Qs la BumfL de los términos hasta y esdysive. 

Después de hallada esta integral por medio de la ecuación 
( D), catritiiaremos a Jr eii' i +}»/ ^^^ el'mina remos conyemente- 
mente la constante.' ' ^ 

8ea por ejemplo ^ eB«(34r— 1): cambiemos a x enx*|-l,e 
integremos etresulteido: hallavemos que 



• , I 






.'I 
.4 « • 



I 



Calculo iirti¿6iaLJ 2S3 

no se agrega couBtante, porque la . suposición de arsaolde^Q;' ha- 
cer que la suma sea qulá («éase páj. 20)'. v - .^ . ' "^ * 

La serie 1*^ , 2^ , 3^^ . ,^. da las ^oteáciai m^de los nMi' 

ros naturales, se halla tomando a Zr (ecuaqion D) ; pero es pre* 

ciso.en seguida agregar el x termino **q[«e es jr , es decir 

que es suficiente e l cam biar a ^^jx^ m, segundo término déla 

ecuación D en -f-i' ; solo nos queda en seguida que determi- 
nar la constante, según el término en que queromós qué principie 
la suma. Por ejemplo, respecto a la serie de los cutdradtfs, se to- 
ma Sx^, páj., 3171 se cambia el sigpi^déLs^S^O^o térmíilo í de este 
modo tendremos que 



la constante !es igual acere, por que la sdma es nula cuando 
Pero si qüéremo9 que lai^uma •e;esticnda desde n* a «*, estk sa- 
ma es nula cuando x=:fi — 1 ; y tendremos que censtante=— - 

n — 1 ffi— I ^ 



' -^«i** I 



n2 3 

Esta teoría se aplica, a Ja somacion de los números figurados* Por 
ejemplo, para agregar los or primeros números piramidales 1 . 4. 
10. 20. (páj. ^),:.e8 preciso integrar el término Jeneral 

rr(r^2)(4r4-]); y haremos que (ndm. 917) -j (*— ct)«(4f '+•1) 

ít -f. 2) ; por tfltimo w precteo cambiar a c en r -4- 1 , y tend'feínoe 

que la suma pedida será — x^x-j* 1) (x-f«2) (x -f-3). La constante 

. ^ -.,..« ..... 

es nula. 

925. Lo$n<tmero^figKhifyi{nver$oi son fracciones que tienena' 

1 por numerador, -y por denominadomna serie' fi^óndii. '''-•• ^ 

El X término del orden p (páj. 24) es r.- i- i. u-i.^.: 
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Calculo isrtioEÁL. 



1.2. 3....-(p— 1) 



•: luego C- 



1.2.3 (p— 1) 



M Ja integra] (púnu 9 IB), CambiemoQ a x en x.-f- 1 ^ delennine- 
mos en seguida la constante haciendo su suma nula cuando x^, 

tendremos que C=-— - ; i la suma de los x primeros términos es 



I 



1.2.3,.... (p^l) 



p m (p— ^¿) (x+ 1) (X + «) , . . . (x+|>— •¿) 

Hagamos sucesivamente a p=3, 4, 5. ...» y tendremos 
I . 1 i I 1 1.2 1 1 -'2 



a ^3^"6 ^ lo*'- 



x(x+l) 



S2 X 



lj.la.i-4.¿ 1.2.3 i 3 



I . 1 1 1.2.3.4 



2.4 



+3) 



* , 1 , 1 -+. 1 1.2. 3. 4- 5 



3 (x+l)....x+3) • 



2. 3. 5 



6 ' 21 56 a:....(x-f-4) 4 (x-i-l) (*-h 4 

así en seguida. Para obtener la suma total de nuestra seríes es 



preciso hacer a x inñnita, esto nos d¿ 



p^l 



por límite al que 



COBÉtantemento se aproximan. 

Re0pecto a la serie sen. a» seo. (a^^A), sen. (a +2A). . . . ten- 
dremos (ndm. 920). 

X Jen. (a 4 hj)z=C — ; 

cambiando ax enx-f-l>y determinando aC por medio de la 
condicion.de que ;r=: — 1 baga la auma nula, bailaremos por tér- 
mino sumatorio, 



-. V-. 



Calculo iütioral. S8s 

C09. (o — \h) — cof . (o-f- kx^ \h) 
2 sen. i A 



en virtud de la ecuación (8) de la nota p&;. 397 Toldmen I. 

La serie eos. a, eos. (a >)- A), eos. {a 'fmlh),, . .d& así mismo por 
término sumatorio a 

ser, ^ h 



FIN. 
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cione^3, 42; transformación de las ecuaciones, 47; Kroites 
de las raices, 5? ; existencia de las raices, 57; raices 
comensurablei, G4 ; eliminación, 70 ; raices iguales, 
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minación, 142. 
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terminadas de primer grado, I53;-determinadas de se- 
gundo grado, 155; — indeterminadas de segundo grado, 
172;— indeterminadas de grado superior, 183; resolu- 
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guir su "arde» nmtuj.ulAáséa'lapájinaQQlf oompremdiendo el capítulo 
II dei4ibn^,ffJít'mielve á principiar por la p4íina i desde el captfM- 
lo I deiiUkr %' Vil :^ SI lector advertido suplirá fácilmente esta irre» 
gularidad que proviene de haberse publicado una parte del libro Vil 
antes que viesen la luz los libros V i VI, 

CAP. I. "'Reglas jentrnf es de /«'«/i/crenciac/on.— Definiciones i 
'teorc/ma de Taylor, páj. 1 ; reglas de la diferenciación 
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les i logarítmicas, 19; circulares, 23 ; derivadas de 
las ecuaciones, 27 ; cambiamiento de la variable inde- 
pendiente, 30 ; casos en que la serie de Taylor es de- 
fectuosa, 38 ; límites de la serie de Taylor, 44 ; des- 
arrollo de las funciones de muchas variables, 47 ; 
II. ^Aplicaciones del cálculo í/i/*erencm/. «-Desarrollo en 
series de las funciones de una solo variable, 53 ; reso- 
lución délas ecuaciones, 59 ; valores de -I , OXco , etc. 
61 ; máximos i mínimos, 66 ; método de las tanjentes» 
75 ; rectificaciones i cuadraturas, 80; osculaciones, 83: 
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espacio 107 ; método infinitesimal, 119. 
IIL Int^racion de leu funciones de uua sola variable. — Re- 
glas fundamentales, 129 ; fracciones racionales, 133; 
funciones irracionales, 138; diferenciales binomiaf, I4¿ 
funciones esponenciales, 149; funciones logarítmi. 
cas, 151 ; funciones circulares, 153; constantes arbí- 
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trarias, integración por series, 160; cuadraturas i rec- 
tificaciones, 164; áreas i volúmenes do los cuer- 
pos, 1 75 ; 

IV. Integración de leu ecuacionet enlrt do$ variabiee. ^-^Se, 
paracionde las variables; ecuaciones honiojéneas,181- 
del factor conveniente para la iutegrabilidad, 188; 
soluciones singulares o particulares, 196 ; ecuaciones 
en que las diferenciales pasan del primer grado, 207 ; 
de las constantes arbitrarias : de la integración de las 
ecuaciones diforencialcs por medio de las series i de 
sus construcciones, 209 ; ecuaciones de los úrdenos su- 
periores, i en particular del segundo orden, 217; eli- 
minación entre las ecuaciones diferenciales, 235 ; al- 
gunos problemas de jeometxía, 238. 
V. integración de lat ccuaeione* que contienen tres varia- 
bles, — Ecuaciones diferenciales totales, 242 ;_ Id. par- 
ciales del primer orden, 248. «-Id. parciales del secun- 
do orden, 257: Integración de las ecuaciones diferen- 
ciales parciales por las series, 267 ; de las funciones 
arbitrarias, 268. 

VI. Cálculo de lab- variaciones, 272: 
VIL Di/'erencicu i series, ^-Jliléiodo directo de las diferen- 
cias, interpolación, 298 ; integración de las diferen- 
cias : sumacion de las series, 812. 
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